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Zusammenfassung:
Gegenstand dieser Arbeit ist die Entwicklung mechanischer Modelle auf der Mesoebene zur ana-
lytischen Beschreibung des makroskopischen Materialverhaltens von textilbewehrtem Feinbeton.
Für die Modellierung der heterogenen Struktur wird das Konzept der repräsentativen Volumen-
elemente (RVE), die für die Mesostruktur des betrachteten Verbundwerkstoffes repräsentativ sind,
verwendet. Der Übergang von dem heterogenen Materialverhalten auf der Mesoebene zum mittle-
ren Materialverhalten auf der Makroebene erfolgt mittels Homogenisierung.
Auf Basis der mikromechanischen Grundlösung für ellipsoidförmige Einschlüsse nach ESHELBY
wird ein Modell entwickelt, das die Ermittlung des Materialverhaltens von multidirektional be-
wehrtem Feinbeton ermöglicht. Durch die Anwendung einer Effektive-Feld-Theorie wird die ge-
genseitige Beeinflussung der unterschiedlich orientierten Bewehrungen in einem gemittelten Sinn
betrachtet. Die ab einer bestimmten makroskopischen Beanspruchung entstehenden Mikrorisse
berücksichtigt das mechanische Modell über einen durch die Mikrorisse hervorgerufenen zusätz-
lichen Verzerrungsanteil im RVE. Mittels der verwendeten Effektive-Feld-Theorie kann eine mitt-
lere Beeinflussung zwischen den Mikrorissen und der Rovingbewehrung erfasst werden.
Für den Übergang von der Mikrorissbildung zur Makrorissbildung wird für das mechanische Mo-
dell der Begriff einer maximalen Mikrorissdichte eingeführt. Überschreitet die Mikrorissdichte im
RVE diesen maximalen Wert, vereinigen sich die Mikrorisse zu Makrorissen. Zur Beschreibung
des mechanischen Verbundverhaltens zwischen Roving und Matrix beim Rovingauszug am Ma-
kroriss wird eine multilineare Schubspannungs-Schlupf-Beziehung verwendet, welche die Schädi-
gung des Roving-Matrix-Verbundes bis hin zum vollständigen Versagen erfasst. Damit lassen sich
experimentell ermittelte Kraft-Verformungskurven an Zugproben wirklichkeitsnah abbilden.
v

Abstract:
The aim of this work is the development of mechanical models on a mesoscopic level for the analy-
tical description of the material properties of textile reinforced concrete (TRC). For the modelling
of the heterogeneous structure of TRC the concept of representative volume elements (RVE) is
used. RVEs are representative for the mesoscopic structure. The overall material behaviour on the
macroscopic level is obtained by means of homogenisation of the heterogeneous material beha-
viour on the mesoscopic level.
Based on the micro mechanical solution of the elastic field of an ellipsoidal inclusion according to
ESHELBY a model for the determination of the material behaviour for multi-directional reinforced
finegrained concrete is developed. An effective field approximation considers the interaction of the
differentially orientated reinforcements in an averaged sense. Microcracks are included by additio-
nal strains in the representative volume element. The average interaction between the microcracks
and the reinforcements is considered by an effective field approximation.
As a criteria for the initiation of the macro cracking a critical microcrack density parameter is
implemented in the mechanical model. The microcracks accumulate to macrocracks if the micro-
crack density parameter in the RVE exceeds this critical value. For the mechanical modelling of
the bond behaviour between roving and matrix after macro cracking a multiple linear shear stress-
slip relation is used. This shear stress-slip relation considers adhesion, damage and failure of the
interface between roving and matrix. Hence experimentally measured pullout force-displacement
curves can be simulated realistically.
vii
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1I Einleitung und Grundlagen
1 Einleitung
1.1 Textile Bewehrungen im Bauwesen
Mit der Entwicklung alkaliresistenter Gläser und geeigneter Verarbeitungstechniken wurde es
möglich, textile Gelege als Bewehrung im Beton einzusetzen. Das Anwendungsfeld dieser Techno-
logie ist außerordentlich weit gestreckt [CURBACH et al. 1998a, HEGGER 2001, CURBACH 2003,
CURBACH 2004]. Es reicht von der Fertigung neuer dünner Bauteile über den Bereich der Instand-
setzung von Stahlbetonbauten bis hin zu deren konstruktiver Verstärkung. Konstruktive Verstär-
kungen werden insbesondere durch die Erhöhung der Lasten (z. B. Verkehrslasten) infolge einer
veränderten Nutzung erforderlich.
Textile Bewehrungen sind nicht zu verwechseln mit Verstärkungen durch Kurzfasern, wie sie schon
seit langem in der Bautechnik üblich sind. Sie bestehen aus endlosen Filamenten, die als parallele
Bündel von hunderten bis weit über tausend Einzelfilamenten zu Rovings zusammengefasst wer-
den. Die Rovings wiederum speisen Textilmaschinen, womit eine textiltechnisch steuerbare Aus-
richtung der Bewehrungsanordnung und die Vorgabe der Bewehrungsmenge möglich wird. Durch
den Einsatz textiler Bewehrungen für Verstärkungen im Stahlbetonbau sind grundsätzlich erhebli-
che Steigerungen der Tragfähigkeit möglich. Dementsprechend gestiegen sind die Anforderungen
an die Berechnungsmodelle für diesen noch relativ neuen Baustoff. In Deutschland beschäftigen
sich derzeit zwei Sonderforschungsbereiche mit der Problematik textiler Bewehrungen im Bau-
wesen: der SFB 532 „Textilbewehrter Beton – Grundlagen für die Entwicklung einer neuartigen
Technologie“ an der Rheinisch-Westfälischen Hochschule Aachen und der SFB 528 „Textile Be-
wehrungen zur bautechnischen Verstärkung und Instandsetzung“ an der Technischen Universität
Dresden.
Ein weiterer Vorteil textiler Bewehrungen liegt in der gegenüber Stahlbeton erreichbaren geringe-
ren Bauteildicke, da die Fasern nicht wie der Bewehrungsstahl durch das alkalische Milieu des um-
gebenden Betons vor der Korrosion geschützt werden müssen. Allerdings schädigt die alkalische
Umgebung ihrerseits solches Glas, das nicht durch seine Zusammensetzung als alkaliresistentes
Glas hergestellt wurde. Doch auch bei Fasern aus alkaliresistentem Glas sind offenkundig zeit-
abhängige Beeinflussungen der mechanischen Eigenschaften der Glasfasern selbst als auch ihres
Verbundes zum umgebenden Beton festzustellen. Die Ergebnisse erster Untersuchungen zur Dau-
erhaftigkeit des Verbundes im Rahmen des SFB 528 sind in [SCHORN et al. 2004] veröffentlicht.
In Abb. 1.1 werden exemplarisch experimentelle Ergebnisse eines 4-Punkt-Biegeversuches
an einem 60 cm langen textilbewehrten Betonbalken mit quadratischem Querschnitt nach
[CURBACH et al. 1998b] dargestellt. Die Unterschiede zwischen dem bewehrten und dem unbe-
wehrten Körper sind im Kraft-Durchbiegungsdiagramm deutlich erkennbar. Zum Vergleich ist
auch das Verhalten eines mit Kurzfasern bewehrten Versuchskörpers angegeben. Infolge der Faser-
bewehrung wird weniger eine Erhöhung der Steifigkeit des Verbundwerkstoffes erreicht, als viel-
mehr eine Quasiduktilität erzielt. Die Auswirkungen des quasiduktilen Materialverhaltens sind an
dem in Abb. 1.2 dargestellten Verformungsbild einer textilbewehrten Platte (Länge: 60 cm, Breite:
30 cm, Dicke: 0, 8 cm) unter Biegung, durchgeführt im Rahmen des Sonderforschungsbereiches
528 [CURBACH & JESSE 1998], deutlich zu sehen.
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Abbildung 1.1: Verbesserung des Tragverhaltens von Betonbauteilen durch den Einsatz textiler
Bewehrungen am Beispiel eines Betonbalkens im 4-Punkt-Biegeversuch
Abbildung 1.2: Verformungsbild einer textilbewehrte Platte im Biegeversuch
Unter Quasiduktilität wird hier das „zähe“ Verhalten des Verbundmaterials textilbewehrter Feinbe-
ton verstanden. Diese zähe Verhalten entsteht, wenn nach dem Bruch der spröden Betonmatrix die
rissüberbrückenden Rovings die Spannungen am Riss übertragen und dabei aus dem Beton aus-
gezogen werden. Die Zähigkeit wird damit maßgebend von den Verbundeigenschaften zwischen
den Rovings und der Betonmatrix beeinflusst. Deshalb ist außer der Erfassung der Einzelmateri-
aleigenschaften insbesondere die Modellierung des Verbundes (Kapitel 10) von wesentlicher Be-
deutung. Das Verbundmaterial textilbewehrter Feinbeton zeigt also ein zähes Materialverhalten,
obwohl zwei sehr spröde Materialien, Beton und Glasfasern, miteinander kombiniert werden. Bei-
de Komponenten bleiben auch nach der Rissbildung spröde. In Anlehnung an das mechanische
Verhalten duktiler (zäher) Materialien wird für dieses bruchmechanische Verhalten des textilbe-
wehrten Betons daher der Begriff Quasiduktilität verwendet.
1.2 Zusammensetzung von Textilbeton und seine mechanischen Eigenschaften
In dieser Arbeit wird der Begriff Textilbeton eingeführt und verwendet. Textilbeton ist definiert
als ein Verbundmaterial, bei dem eine flächige textile Struktur als Bewehrung in eine spröde Ma-
trix aus sehr feinkörnigem Hochleistungsbeton mit einem Größtkorn von unter 1 mm eingebettet
ist. Ausgangspunkt für textile Bewehrungen sind zu Rovings gebündelte Endlosfilamente mit ei-
nem Durchmesser von etwa 10 bis 20µm. Für die Anwendung werden verschiedene Rovingtypen
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standardisiert. Abbildung 1.3(a) zeigt fünf typische Rovingfeinheiten. In diesem Fall bestehen die
Rovings aus 400 bis 2000 Filamenten und werden von der Firma Nippon Electric Glass (NEG)
hergestellt. Die Feinheit eines Roving wird üblicherweise in der Einheit tex angegeben. Ein tex
bedeutet dabei eine Masse von einem Gramm je Kilometer Rovinglänge. Eingebettet in die Beton-
matrix können die Filamente eines Roving entsprechend ihres Kontaktes zum umgebenden Beton
in äußere und innere Filamente unterteilt werden (Abb. 1.3(b)). Innere Filamente haben ausschließ-
lich Kontakt zu anderen Filamenten.
Bezeichnung
NEG 155 tex 400 13,5 ¹m
NEG 310 tex 800 13,5 ¹m
NEG 620 tex 1600 13,5 ¹m
NEG 1100 tex 2000 16,1 ¹m
NEG 2400 tex 1900 24,3 ¹m
Filament-
anzahl
Filament-
durchmesser
(a) Typische Rovingfeinheiten
innere Filamente
Feinbetonmatrix
Zwischenraum
äußere Filamente
0,25 mm
(b) Querschnitt eines eingebetteten Roving der
Feinheit 155 tex mit Unterteilung in innere und
äußere Filamente
Abbildung 1.3: Zusammensetzung des Roving aus Einzelfilamenten
Mittels moderner Multiaxialnähwirkmaschinen werden die Rovings zu verschiedenen textilen Ge-
legen verarbeitet. Zwei Beispiele solcher Gelege, auch als textile Bewehrungsstrukturen bezeich-
net, sind in Abb. 1.4 dargestellt. Beim Einsatz textiler Gelege als Bewehrung wird versucht, eine
(a) Bidirektionale Bewehrung
ca
. 
1
c
m
(b) Vierdirektionale Bewehrung
Abbildung 1.4: Beispiele für multidirektionale textile Bewehrungsstrukturen (Gelege)
optimale Ausrichtung der Hauptbewehrung in Richtung der Hauptzugspannungen zu erreichen.
Das Materialverhalten des Verbundmaterials Textilbeton unter Zugbeanspruchung lässt sich ent-
sprechend seiner weiteren Entwicklung nach dem Erstriss bis zum Versagen in zwei grundlegende
Arten unterscheiden. Sind ausreichend viele Rovings mit verhältnismäßig gutem Kontakt zum Be-
ton vorhanden, können nach dem Erstriss wieder so viele Kräfte in die Betonmatrix eingeleitet
werden, dass es zu weiteren Rissen im Beton kommt (Abb. 1.5(a)) [CURBACH & JESSE 2002].
Man spricht in diesem Fall von normalbewehrten Betonbauteilen. Die hierbei auftretenden Versa-
gensmechanismen werden im Abschnitt 1.3 näher erläutert. Sind nur wenige Rovings vorhanden
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bzw. haben die Rovings schlechten Kontakt zum Beton, entstehen keine weiteren Risse im Beton,
da nicht genügend Kräfte über den Verbund in den Beton eingeleitet werden. Es kommt zum suk-
zessiven Reißen einzelner Filamente, bis der komplette Roving versagt hat [WEISE et al. 2001].
Das Bauteil ist unterbewehrt (Abb. 1.5(b)).
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Abbildung 1.5: Grundlegende Spannungs-Dehnungs-Beziehungen für Textilbeton
In der folgenden Arbeit werden meist normalbewehrte Bauteile betrachtet. Die vorgestellten An-
sätze und Lösungen lassen sich grundsätzlich auch auf unterbewehrte Bauteile übertragen, wobei
entsprechende Anpassungen im Detail durchzuführen sind. Im Rahmen dieser Arbeit werden un-
terbewehrte Bauteile nur als Versuchskörper zur Bestimmung der Verbundeigenschaften zwischen
Roving und Matrix anhand von Auszugsversuchen betrachtet (Abschnitt 10.5). Ob ein Bauteil
sich wie ein normalbewehrter Dehnkörper entsprechend Abb. 1.5(a) oder wie ein unterbewehrter
Zugkörper nach Abb. 1.5(b) verhält, wird nicht allein vom Volumenanteil der Bewehrung beein-
flusst. Neben der Zugfestigkeit der Matrix besitzen insbesondere die Querschnittsform des Roving
(rund und kompakt oder mehr flach mit größerem Umfang) und die Verbundeigenschaft zwischen
Roving und Matrix einen wesentlichen Einfluss. Die beiden letztgenannten Eigenschaften sind
entscheidend für die Krafteinleitung vom Roving in die Matrix nach erfolgter Erstrissbildung und
beeinflussen damit, ob weitere Risse entstehen können.
1.3 Schädigungsmechanismen im textilbewehrten Feinbeton
Wird ein textilbewehrtes Bauteil belastet, dann ist (zumindest bei einer Laststeigerung bis zum
Grenzzustand der Tragfähigkeit) der Bereich, in dem es zu keiner Schädigung der Einzelmateria-
lien oder des Verbundes zwischen der Feinbetonmatrix und den Rovings kommt, relativ gering.
Bedingt ist dieser nur kurze schädigungsfreie Bereich durch die große Sprödigkeit und die gerin-
ge Zugfestigkeit der Betonmatrix. Im Hinblick auf den Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit
ist jedoch der schädigungsfreie Bereich und der Bereich mit geringer Schädigung von größerer
Bedeutung. Die möglichen Schädigungsmechanismen im textilbewehrten Feinbeton (Textilbeton)
sind vielfältig. Nachfolgende Schädigungsmechanismen und ihr Einfluss auf das Materialverhal-
ten des Textilbetons werden in dieser Arbeit näher betrachtet, wobei der Roving in der Regel nicht
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in innere und äußere Filamente unterteilt wird1:
• Entstehung und Wachstum von Mikrorissen
• Akkumulation der Mikrorisse zu einem Makroriss
• Ablösen des Roving von der umgebenden Feinbetonmatrix und Rutschen des Roving relativ
zur Matrix
• Reißen der Rovings
In Abb. 1.6 sind diese wesentlichen Schädigungsmechanismen vereinfacht dargestellt. Überschrei-
tet der Beanspruchungszustand in der Feinbetonmatrix einen kritischen Zustand, kommt es zu-
nächst zur Mikrorissbildung (Entstehung und Wachstum von Mikrorissen). Das Kapitel 8 beschäf-
tigt sich näher mit der Mikrorissbildung. Erreichen die Mikrorisse eine bestimmte Dichte (Anzahl
und Länge der Risse), so vereinigen sie sich zu Makrorissen. Am Makroriss werden die Rovings
aus der Feinbetonmatrix ausgezogen, infolge dessen es zum Ablösen der Rovings von der Feinbe-
tonmatrix kommt. Die Makrorisse und das damit verbundene Ablösen zwischen Roving und Fein-
betonmatrix werden im Kapitel 9 näher untersucht. Überschreitet die Zugspannung im Roving die
Rovingfestigkeit, so reißt der Roving. Für rein zugbeanspruchte Bauteile wie den Dehnkörper in
Abb. 1.5(a) stellt dies das endgültige Versagen dar. Bei einer Zugbeanspruchung senkrecht zum
Feinbetonmatrix
Roving
Makroriss Mikrorisse
Rissüberbrückung Ablösen zwischen
Roving und Matrix
gerissener 
Roving
Abbildung 1.6: Schädigungsmechanismen im textilbewehrten Feinbeton
textilen Gelege und unter Schubbeanspruchung in der Bewehrungsebene kann es auch zu einem
flächigen Versagen in der Ebene der Bewehrung kommen, da die Rovings als lose Bündel von Ein-
zelfilamenten senkrecht zu ihrer Längsachse keine Zugkräfte übertragen (siehe Abschnitt 3.1), das
textile Gelege also den für diese Beanspruchungen zur Verfügung stehenden effektiven Querschnitt
des Verbundmaterials Textilbeton verringert.
1.4 Wahl der Betrachtungsebene
Eines der wesentlichen Probleme bei einer Tragwerksanalyse mit Berücksichtigung der beschrie-
benen Schädigungs- und Versagensmechanismen stellt die Wahl einer geeigneten Betrachtungs-
ebene (Abb. 1.7) dar, bezüglich der das Verbundmaterial und seine Schädigungs- bzw. Versagens-
mechanismen beschrieben werden. Zum einen bewegen sich die Durchmesser der Bewehrungsele-
1 Für die mechanische Modellierung des Rovingauszuges wird im Abschnitt 10.3.2 dieser in innere und äußere Fila-
mente unterteilt, ohne dass das daraus resultierende Differentialgleichungssystem weiter untersucht wird.
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Abbildung 1.7: Betrachtungsebenen bei der Materialbeschreibung
mente unter einem Millimeter, zum anderen gilt es, Tragwerke mit Abmessungen von mehreren
Metern zu berechnen. Es werden deshalb Betrachtungsebenen in einem hierarchischen Material-
modell eingeführt, welche die Materialstruktur auf unterschiedlichen Detaillierungsniveaus erfas-
sen. So wird auf der sogenannten makroskopischen Ebene (kurz: Makroebene) das Verbundma-
terial Textilbeton als homogen betrachtet, während auf der mesoskopischen Ebene (Mesoebene)
eine Unterscheidung zwischen der textilen Bewehrung und der umgebenden, als homogen ange-
nommenen Matrix vorgenommen wird. Auf der mikroskopischen Ebene (Mikroebene) schließlich
erfolgt eine Differenzierung zwischen den einzelnen Komponenten der Betonmatrix (Gesteins-
körnungen, Zementleim, ...) und den einzelnen Filamenten des Roving. Damit lassen sich die in
Abb. 1.6 dargestellten Schädigungs- und Versagensmechanismen wie folgt den Betrachtungsebe-
nen zuordnen: Auf der Makroebene wird das Verbundmaterial Textilbeton als homogen betrachtet;
die Schädigungs- und Versagensmechanismen sind auf dieser Ebene „verschmiert“ abgebildet.
Auf der Mesoebene werden Makrorisse im Beton, das Ablösen des Roving von der Matrix und
komplett gerissene Rovings abgebildet. Der Roving wird hier als Ganzes betrachtet. Erst auf der
Mikroebene erfolgt eine Auflösung des Roving in Einzelfilamente, womit auch erst hier das Reißen
einzelner Filamente diskret abgebildet werden kann. Mikrorisse in der Matrix werden ebenfalls auf
der Mikroebene erfasst.
Die numerische Analyse von Tragwerken aus Verbundwerkstoffen wie zum Beispiel aus faserbe-
wehrtem Feinbeton wird sehr unwirtschaftlich und ist mit hohen Anforderungen an die Hardware
verbunden, wenn eine Diskretisierung unter Berücksichtigung der Materialstruktur auf der Meso-
oder gar Mikroebene erfolgen soll. In diesem Fall müssten im Rahmen einer Finite-Element-
Analyse Elemente in der Größenordnung der zu berücksichtigenden Heterogenitäten der Struktur
(Rovings, Risse) angewandt werden. Im Allgemeinen ist aber eine Diskretisierung des Gesamtpro-
blems in dieser Feinheit nicht möglich. Deshalb wird die reale heterogene Struktur einer Betrach-
tungsebene durch ein homogenes Ersatzmaterial auf einer höheren Ebene ersetzt. So liegt zum
Beispiel einem homogenen Ersatzmaterialmodell auf der Makroebene die reale Struktur der Me-
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soebene (manchmal auch der Mikroebene oder einer Kombination von Meso- und Mikroebene)
zugrunde. Dieses homogene Ersatzmaterial realisiert ein der heterogenen Struktur äquivalentes
Materialverhalten. Der Übergang von der heterogenen Struktur zum homogenen Ersatzmaterial
wird als Homogenisierung bezeichnet. Dabei wird die heterogene Struktur des Verbundwerkstof-
fes auf der Meso- bzw. Mikroebene mittels repräsentativer Volumenelemente (RVE) erfasst.
1.5 Das Konzept der repräsentativen Volumenelemente (RVE) und der Homogenisierung
In den vorangegangenen Abschnitten wurde dargelegt, dass Verbundwerkstoffe auf makroskopi-
scher Ebene ein sehr komplexes Materialverhalten zeigen. Man kann versuchen, dieses auf zwei
prinzipiell sehr unterschiedliche Betrachtungsweisen zu beschreiben: zum einen durch phänome-
nologische Materialmodelle und zum anderen über mikromechanische Ansätze.
Phänomenologische Materialmodelle beruhen auf Experimenten und Beobachtungen, die für
diese Modelle gemittelte Materialeigenschaften liefern. Sie werden auf der Ebene formuliert, auf
der das Material als homogen betrachtet werden kann. Eingesetzt werden die darauf beruhen-
den konstitutiven Beziehungen in der klassischen Kontinuumsmechanik bzw. der Kontinuums-
Schädigungsmechanik. Für viele praktische Anwendungen sind solche rein makroskopischen An-
sätze durchaus sinnvoll, für die Materialbeschreibung moderner Werkstoffe sind sie heute jedoch
meist nicht mehr ausreichend. Auch wenn der Textilbeton makroskopisch betrachtet als homogen
erscheint, ist er mit seinen Rovings und Rissen ein äußerst heterogenes Material, in dessen Inne-
rem sehr komplexe Vorgänge ablaufen. So beeinflussen sich zum Beispiel Mikrorisse und Rovings
gegenseitig. Rovings können Risse in ihrem Wachstum behindern, sie ablenken oder gar zum Still-
stand bringen; auf der anderen Seite aber auch durch von ihnen verursachte Spannungskonzentra-
tionen zu Bildung, Wachstum und Vereinigung von Mikroporen und Mikrorissen führen. Rovings
können Risse überbrücken und über ihren Verbund zum Beton Kräfte durch Schubspannungen in
den Beton übertragen. Ein solch komplexes Materialverhalten ist rein phänomenologisch auf der
Makroebene nur schwer zu beschreiben.
In der Mikromechanik werden kontinuumsmechanische Größen durch mikromechanische Grö-
ßen und Parameter ausgedrückt. Diese moderne Entwicklung in der Materialbeschreibung formu-
liert konstitutive Gesetzte auf der Makroebene unter Nutzung der Informationen der Mikrostruk-
tur. Unter der Mikrostruktur eines Materials versteht man die geometrische Anordnung der vor-
liegenden Heterogenitäten wie zum Beispiel Einschlüsse, Fasern, Risse, Hohlräume oder auch
Phasengrenzen. Dies erlaubt die Berücksichtigung des Materialverhaltens der einzelnen Konstitu-
enten2 auf der Mikroebene (bzw. Mesoebene) durch lokale Materialgesetze einschließlich lokaler
Schädigungsvorgänge und ihrer Wirkung auf die globalen Eigenschaften des Materials. Das lo-
kale Materialverhalten der jeweiligen Konstituenten kann in der Regel weiterhin im Rahmen der
Kontinuumsmechanik behandelt werden.
Eine wichtige Aufgabe der Mikromechanik ist die Verknüpfung mechanischer Zusammenhänge
von unterschiedlichen Betrachtungsebenen (Skalen), zum Beispiel der Makroebene mit der Mi-
kroebene. Dies erfolgt formal durch geeignete Mittelungsprozesse und wird als Homogenisierung
bezeichnet. Ziel der Homogenisierung ist es, ein effektives Materialverhalten eines homogenen
Ersatzmediums zu finden, welches möglichst identisch mit dem zu untersuchenden heterogenen
Medium ist. Betrachtet man das in Abb. 1.8 beispielhaft dargestellte Gebiet einer faserbewehrten
Matrix, so kann ein Punkt der heterogenen Struktur mittels zweier Koordinatensysteme bezeichnet
2 Im Weiteren werden die Bestandteile des textilbewehrten Feinbetons wie die Feinbetonmatrix, die Rovings, aber
auch die Risse und die Roving-Matrix-Interfaceschicht oft verallgemeinernd auch als Konstituenten bezeichnet.
8 1 Einleitung
werden: mit der makroskopischen Koordinate xmakro, welche auch den Punkt in dem homogenen
Ersatzmedium beschreibt, und mit der mesoskopischen3 Koordinate x, welche den Ort in der Um-
gebung der Heterogenität beschreibt.
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Abbildung 1.8: Schema der Homogenisierung des RVE
Wie bereits erwähnt, wird beim Vorgang der Homogenisierung die feinskalige Heterogenität des
Werkstoffes gedanklich zu einem homogenen Material mit effektiven Eigenschaften verschmiert.
Dabei werden dem eigentlich inhomogenen Verbundwerkstoff makroskopische Materialeigen-
schaften in Form des räumlich konstanten effektiven Elastizitätstensors Cijkl zugewiesen. Es wird
angenommen, dass das Materialverhalten auf der Mesoebene bekannt ist. Um die Abhängigkeit der
effektiven Ersatzgrößen der Makroebene von der Mesostruktur beschreiben zu können, wird ein
repräsentatives Volumenelement (RVE) eingeführt. Es ist definiert als das materielle Volumen
eines Punktes der Makroebene, welches in seiner Ausdehnung statistisch repräsentativ für dessen
Mesostruktur ist. Um diese Repräsentativität zu gewährleisten, werden bestimmte Anforderungen
an die Größe eines RVE gestellt. Auf der einen Seite muss das RVE groß genug gewählt werden,
dass es genügend Heterogenitäten (z.B. Fasern, Mikrorisse) enthält, seine Abmessung d muss also
deutlich größer sein als die charakteristische Länge l der Meso- bzw. Mikrostruktur (Durchmesser
der Fasern, Länge der Mikrorisse). Auf der anderen Seite muss es aber auch so klein sein, dass es
auf der Makroebene noch näherungsweise als Punkt angesehen werden kann. Die charakteristische
Länge L auf der Makroebene wird bestimmt durch die Geometrie der makroskopischen Struktur
und die räumliche Variation der Belastung. Entsprechend der gewählten Bezeichnungsweise, siehe
Abb. 1.8, muss für die Abmessungen des RVE gelten: li  d  Li. Neben dem RVE existiert für
die teilweise Beschreibung ausgezeichneter Mesostrukturen noch der Begriff der Einheitszelle.
Diese stellt die kleinste wiederkehrende Einheit einer periodischen Struktur dar und ist damit bei
streng periodischer Anordnung der Heterogenitäten (z.B. eine periodische Verteilung von Fasern)
bereits statistisch repräsentativ für das betrachtete Material.
3 Entsprechend der in Abschnitt 1.4 eingeführten Betrachtungsebenen sind hier die Heterogenitäten auf der Mesoebe-
ne aufgelöst.
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Für die Homogenisierung können sowohl analytische als auch numerische Methoden zum Einsatz
kommen. Beide können das tatsächliche Materialverhalten nur näherungsweise abbilden, wobei
die einschränkenden Annahmen und Voraussetzungen bei den numerischen Methoden deutlich
weniger streng sind – insbesondere hinsichtlich der Erfassung inelastischen Materialverhaltens auf
mikrostruktureller Ebene, der Berücksichtigung direkter Interaktionen zwischen den Heterogeni-
täten und der Wahl der möglichen Randbedingungen. Ein Vorteil analytischer Näherungsverfahren
sind die geringen Anforderungen an die Rechentechnik, was selbst während der Berechnung großer
und komplexer Bauteile mit einem auf der Makroebene homogenen Ersatzmaterial eine problem-
lose Veränderung der Mikrostruktur (z.B. Ausrichtung und Volumenanteil der Faserbewehrung
oder Größe und Anzahl von Mikrorissen) quasi in „Echtzeit“ ermöglicht. Dies erlaubt einfachere
Parameterstudien und ermöglicht sehr effektiv eine Optimierung der Bewehrungsanordnung.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschließlich analytische Verfahren betrachtet. Sie basieren auf
der mikromechanischen Grundlösung zur Berechnung der elastischen Felder in ellipsoidförmigen
Einschlüssen in unendlich ausgedehnten Gebieten und gehen auf ESHELBY (1916-1981) zurück
[ESHELBY 1957], dessen Arbeit zu den wohl wichtigsten analytischen Grundlösungen der Mikro-
mechanik zählt. Hierbei werden die Heterogenitäten als eingebettet in ein lineares Vergleichsma-
terial betrachtet. Eine direkte Interaktion zwischen den einzelnen Heterogenitäten wird im Allge-
meinen nicht erfasst. Die Art des Vergleichsmaterials hängt vom jeweiligen theoretischen Ansatz
ab. Neben dem einfachsten Ansatz wechselwirkungsfreier Einschlüsse (dilute solution) sind beson-
ders die Effektive-Feld-Theorie nach MORI-TANAKA [MORI & TANAKA 1973] und die Effektive-
Medien-Theorie (selbstkonsistente Methode) [HILL 1965] von Bedeutung. Wie die vorangegange-
nen Ansätze basieren auch die von HASHIN und SHTRIKMAN [HASHIN & SHTRIKMAN 1962] mit
Hilfe des Variationsprinzips aufgestellten Schranken für die effektiven Elastizitätskonstanten auf
der ESHELBY-Grundlösung.
Eine Erweiterung der analytischen Näherungsverfahren auf inelastische Dehnungen (thermische
Ausdehnung, Plastizität, Viskoplastizität) stellt die Transformationsfeld-Analyse (Transforma-
tion Field Analysis, TFA) [DVORAK 1992] dar. Eine analytische Lösung auf Basis der TFA ist
beschränkt auf Verbundmaterialien, bestehend aus zwei Phasen, und erfordert für jedes Last-
inkrement die erneute Homogenisierung des RVE. Speziell zur Erfassung von Schädigungsef-
fekten wurde die sogenannte Verallgemeinerte Eigendehnungs-Methode (Generalised Eigen-
strain Method, GEM) entwickelt, die auch für Mehrphasen-Verbundwerkstoffe anwendbar ist
[CHABOCHE & CARRÈRE 2002]. Wie der Name schon suggeriert, erfasst sie die durch Schädi-
gung verursachten Dehnungen in Form von Eigendehnungen.
Numerische Homogenisierungsmethoden, die nicht Gegenstand dieser Arbeit sind, sind in ihrer
rechentechnischen Umsetzung zwar zeitaufwendig, erlauben jedoch die Implementierung beliebig
komplexer Materialmodelle für die verschiedenen Konstituenten des Verbundwerkstoffes auf der
Mikro- bzw. Mesoebene. Ein weiterer Vorteil ist die mögliche Anwendung periodischer Randbe-
dingungen, die sich aus den bei analytischen Homogenisierungsmethoden vorgeschrieben homo-
genen Randbedingungen (wie auch in der vorliegenden Arbeit verwendet) und einem periodischen
(fluktuierenden) Anteil zusammensetzen. Bei der Berechnung einer makroskopischen Struktur mit
der Finite-Element-Methode muss im allgemeinsten Fall für jedes Lastinkrement und jeden In-
tegrationspunkt der Makroebene das die Mikrostruktur repräsentierende Volumenelement (RVE)
durch eine untergeordnete (aber entkoppelte) Finite-Element-Rechnung numerisch analysiert und
homogenisiert werden. Wegen der beiden quasi gleichzeitigen Finite-Element-Rechnungen auf
der Makro- und Mikroebene spricht man in diesem Zusammenhang oft von der FE2-Methode
[FEYEL & CHABOCHE 2001].
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2 Grundlagen
2.1 Tensoralgebra – Bezeichnungsweise und mathematische Grundlagen
Da die in der Kontinuumsmechanik betrachteten Größen neben Skalaren und Vektoren4 meist Ten-
soren sind, sollen im Folgenden einige Grundlagen dazu aufgeführt werden. Die hier aufgeführten
Grundlagen stellen nicht einmal andeutungsweise die Grundzüge der Tensorrechnung dar, sondern
enthalten nur die wesentlichen Schreibweisen und Rechenregeln, die für das Verständnis der vor-
liegenden Arbeit notwendig sind. Für detailliertere und weiterführende Informationen sei aus der
Vielzahl verfügbarer Literatur zum Beispiel auf [KLINGBEIL 1989] verwiesen.
Für die Formulierung von Materialgesetzen (konstitutive Beziehungen) ist es hier ausreichend, die
entsprechenden Tensoren in einem orthonormierten Basissystem zu betrachten. Dies bedeutet ei-
ne wesentliche Vereinfachung der erforderliche Tensoralgebra, und es entfällt die Unterscheidung
in ko- und kontravariante Basissysteme. Bei der Aufstellung von Gleichgewichtsbeziehungen im
verformten Zustand und von Verzerrungsmaßen als Differenz zweier Metriken kann eine solche
Vereinfachung jedoch nicht durchgeführt werden. Tensoren können in symbolischer Schreibweise,
in Indexschreibweise mit Basisvektoren oder in Indexschreibweise ohne Basisvektoren dargestellt
werden. Während die symbolische Schreibweise sehr kompakt ist, lassen sich Tensoroperationen
leichter in Indexschreibweise durchführen. Häufig werden beide Schreibweisen zum besseren Ver-
ständnis parallel gebraucht.
Zur Unterscheidung von skalaren Größen werden Tensoren in symbolischer Schreibweise in fetten
Buchstaben, seine Koordinaten (Maßzahlen) in normalen Buchstaben geschrieben. Das kartesi-
sche Koordinatensystem ist durch die Basisvektoren e1, e2, e3 definiert. So stellt sich zum Beispiel
ein Tensor vierter Stufe in symbolischer- und Indexschreibweise (Komponentenschreibweise) wie
folgt dar:
A = Aijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el, (2.1)
wobei ⊗ für das dyadische Produkt (siehe auch Gln. (2.5) weiter unten in diesem Abschnitt) steht.
Verzichtet man in den Gleichungen auf das Mitführen der als bekannt vorausgesetzten Basis, steht
nur noch die Koordinate Aijkl (Koordinatenschreibweise). Ist die Stufe eines Tensors nicht eindeu-
tig ersichtlich, wird die Stufe durch einen in Klammern gestellten oberen Index gekennzeichnet,
z.B. A(4). In der Kontinuumsmechanik haben Tensoren nullter Stufe (Skalare, z.B. die Tempera-
tur), erster Stufe (Vektor, z.B. der Verschiebungsvektor), zweiter Stufe (z.B. der Spannungs- oder
Verzerrungstensor) und vierter Stufe (z.B. der Elastizitätstensor) eine besondere Bedeutung. Es
gilt die EINSTEINsche Summationsvereinbarung, d.h. über doppelt auftretende lateinische Indizes
wird von 1 bis 3 summiert:
aibi = a1b1 + a2b2 + a3b3. (2.2)
Soll über zwei gleiche Indizes nicht summiert werden, so wird dies ausdrücklich vermerkt, meist
durch das Symbol Σ| . Innerhalb eines Termes indizierter Größen darf ein Index maximal zweimal
auftreten. Ein Ausdruck wie aibici ist demnach für die Summationsvereinbarung nicht zulässig.
Tritt er dennoch auf, ist eine Summation von vornherein ausgeschlossen. Die Koordinaten eines
Tensors zweiter Stufe können auch als (3,3)-Matrix geschrieben werden:
[Aij] =


A11 A12 A13
A21 A22 A23
A31 A32 A33

 . (2.3)
4 Skalare bzw. Vektoren sind zwar auch Tensoren (0. bzw. 1. Stufe), ihre Behandlung erfordert jedoch nicht die
mathematischen Grundlagen der Tensorrechnung.
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Generell soll die Vektor- bzw. Matrixschreibweise der Maßzahlen eines Tensors (oft auch als Ko-
ordinatenmatrix eines Tensors bezeichnet) mit eckigen Klammern [.] gekennzeichnet werden. Die
Werte der Koordinaten sind von der Wahl des Koordinatensystems abhängig. Im Abschnitt 2.2.4
wird gezeigt, wie eine Drehung des Koordinatensystems mit den Basisvektoren ei durchzuführen
ist und wie das jeweilige Transformationsgesetz für die Koordinaten eines Tensors n-ter Stufe aus-
sieht. Von den vielfältigen Rechenregeln und Tensorprodukten werden im Folgenden hauptsächlich
jene aufgeführt, die für die vorliegende Arbeit bedeutsam sind. Weiterführend sei wiederum auf
die umfangreiche Literatur zur Tensorrechnung hingewiesen (z. B. [KLINGBEIL 1989]).
Addition und Subtraktion
Es seien beispielhaft a und b Tensoren erster Stufe und A und B Tensoren zweiter Stufe, so gilt
a± b = (ai ± bi)ei, (2.4a)
A±B = (Aij ±Bij)ei ⊗ ej. (2.4b)
Bei der Addition (bzw. Subtraktion) von Tensoren gilt das Kommutativgesetz.
Tensorielles oder dyadisches Produkt
Tensorielle Produkte werden wie folgt gebildet:
a⊗ b = aibjei ⊗ ej = Tijei ⊗ ej, (2.5a)
a⊗A = aiAjkei ⊗ ej ⊗ ek = Tijkei ⊗ ej ⊗ ek, (2.5b)
A⊗B = AijBklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el = Tijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el. (2.5c)
Das Kommutativgesetz ist hier nicht gültig:
a⊗ b = b⊗ a, A⊗B = B⊗A. (2.5d)
Quadratisches tensorielles Produkt
Beim quadratischen tensoriellen Produkt verändert sich die Reihenfolge der Basen. Es ist für Ten-
soren zweiter Stufe wie folgt definiert:
A  B = AikBjlei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el = Tikjlei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el. (2.6)
Skalarprodukt und doppeltes Skalarprodukt
Skalarprodukte5 wirken verjüngend auf die Stufe der multiplizierten Tensoren:
a · b = (aiei) · (bjej) = aibj(ei · ej) = aibjδij = aibi, (2.7a)
a ·A = akTijek · ei ⊗ ej = akTijδkiej = aiTijej, (2.7b)
A ·B = AijBklei ⊗ ej · ek ⊗ el = AijBklδjkei ⊗ el = AijBjlei ⊗ el. (2.7c)
5 Im eigentlichen Sinn der Bedeutung des Wortes „Skalarprodukt“ handelt es sich hier nicht um ein Skalarprodukt.
Ein Skalarprodukt liefert als Ergebnis ein Skalar. Da die „Punktprodukte“ jedoch in der Literatur häufig als Skalar-
produkte bezeichnet werden, wird auch hier diese Bezeichnungsweise verwendet.
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Hierin ist δij das sogenannte KRONECKER-Symbol, dass nach
δij = ei · ej =
{
1, falls i = j
0, falls i = j (2.8a)
definiert ist. Für die Anwendung des KRONECKER-Symbols gelten die Regeln
δijaj = ai, δikδkj = δij, (2.8b)
δikAkj = Aij, δikδkjδjl = δil (2.8c)
und
δii = 3. (2.8d)
Beim doppelten Skalarprodukt muss entsprechend der aufeinander abgebildeten Basen in zwei
Möglichkeiten unterschieden werden, die durch die Stellung der „Punkte“ gekennzeichnet sind:
A · ·B = AijBklei ⊗ ej · ·ek ⊗ el = AijBklδjkδil = AijBji, (2.9a)
A : B = AijBklei ⊗ ej : ek ⊗ el = AijBklδikδjl = AijBij. (2.9b)
Analog können weitere mehrfache Skalarprodukte formuliert werden. Das Kommutativgesetz gilt
im Allgemeinen nur, wenn nach Bildung des Skalarproduktes alle Basen verschwinden (also wenn
das Ergebnis, wie der Name Skalarprodukt eigentlich sagt, ein Skalar ist):
a · b = b · a = aibi, (2.10a)
A · ·B = B · ·A = AijBji, (2.10b)
A : B = B : A = AijBij, (2.10c)
aber es gilt nicht
a ·A = aiAijej = A · a = aiAjiej, (2.10d)
A ·B = AijBjlei ⊗ el = B ·A = AijBljel ⊗ ej = AjlBijei ⊗ el. (2.10e)
Assoziativgesetz und Distributivgesetz gelten für beliebige Produkte aus Tensoren beliebiger Stufe
(sofern das Produkt definiert ist), also zum Beispiel:
(A ·B) ·C = A · (B ·C), (2.11a)
A · (B + C) = A ·B + A ·C. (2.11b)
Das Skalarprodukt zwischen tensoriellen Produkten ist wie folgt definiert:
a⊗ b · c = (b · c)a = aibjcjei, (2.12a)
a⊗ b · c⊗ d = (b · c)a⊗ d = aibjcjdkei ⊗ ek, (2.12b)
A⊗B : C = (B : C)A = AijBklCklei ⊗ ej, (2.12c)
A  B : C = A ·C ·BT = AijBklCjlei ⊗ ek. (2.12d)
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Einheitstensor als spezieller Tensor
Die Einheitstensoren zweiter und vierter Stufe sind definiert als
1(2) = δijei ⊗ ej = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3, (2.13a)
1(4) = δikδjlei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (2.13b)
und erfüllen die Definitionsgleichungen
a = 1(2) · a, ai = 1ijaj, (2.13c)
A = 1(4) : A, Aij = 1ijklAkl. (2.13d)
Mit Hilfe des quadratischen tensoriellen Produktes ist es auch möglich, den Einheitstensor vierter
Stufe aus dem Einheitstensor zweiter Stufe zu definieren:
1(4) = 1(2)  1(2). (2.13e)
Symmetrischer Tensor TS und antimetrischer Tensor TA
Gilt T = TT , d.h. Tij = Tji, so ist T ein symmetrischer Tensor: T = TS . Im Gegensatz dazu
liegt, wenn T = −TT , also Tij = −Tji gilt, ein antimetrischer Tensor vor: T = TA. Allgemein
lässt sich jeder Tensor in einen symmetrischen und einen antimetrischen Anteil zerlegen:
T =
1
2
(
T + TT
)
+
1
2
(
T−TT ) = TS + TA. (2.14)
Transponierter Tensor und inverser Tensor
Der transponierte Tensor eines Tensors T = Tijei ⊗ ej zweiter Stufe lautet
TT = Tjiei ⊗ ej. (2.15a)
Bei einem Tensor vierter Stufe muss zwischen der Hauptsymmetrie (paarweise Vertauschung der
vorderen und hinteren Indizes) und den Untersymmetrien (Vertauschung erster und zweiter In-
dex und/oder Vertauschung dritter und vierter Index) unterschieden werden. Wenn nichts anderes
ausdrücklich gesagt wird, ist immer die Hauptsymmetrie gemeint:
T(4)
T
= Tklijei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el. (2.15b)
Für symmetrische Tensoren, zum Beispiel Spannungs- und Verzerrungstensor (Tensoren zweiter
Stufe) und Elastizitätstensor (Tensor vierter Stufe), gilt
AT = A bzw. A(4)T = A(4). (2.15c)
Die Inversen der hier häufig verwendeten Tensoren zweiter und vierter Stufe erfüllen die Bedin-
gungen
T ·T−1 = 1(2) bzw. T(4) : T(4)−1 = 1(4). (2.15d)
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Allgemein lässt sich die Inverse eines beliebigen Tensors 2. Stufe schreiben als
T−1 =
Tadj
det(T) , (2.15e)
wobei Tadj der zu T adjungierte Tensor ist. Die Maßzahlen des inversen Tensors zweiter Stufe
ergeben sich nach
T−1ij =
(−1)i+jU(Aji)
|Tij| , (2.15f)
mit U(Aji) als Unterdeterminante zum Element Tij und |Tij| als Determinante von T.
Die Reihenfolge des Invertierens und Transponierens ist für beliebige Tensoren vertauschbar6:
(
AT
)−1
=
(
A−1
)T
= A−T . (2.15g)
Für die in dieser Arbeit erforderlichen Gleichungsumstellungen werden häufig die folgenden Um-
formungen benutzt, die auf den zuvor angegebenen Grundregeln basieren. Es seien A(4), B(4) und
C(4) Tensoren vierter Stufe, dann gilt:
(
A(4) : B(4)
)T
= B(4)
T
: A(4)
T
, (2.16a)
(
A(4) ·B(4) ·C(4))T = C(4)T ·B(4)T ·A(4)T , (2.16b)
(
A(4) : B(4)
)−1
= B(4)
−1
: A(4)
−1
, (2.16c)
(
A(4) : B(4) : C(4)
)−1
= C(4)
−1
: B(4)
−1
: A(4)
−1
. (2.16d)
Für Tensoren zweiter Stufe gelten diese Umformungen analog für das einfache Skalarprodukt (an-
stelle des doppelten Skalarprodukts bei Tensoren vierter Stufe).
In den Ausführungen der folgenden Abschnitte dieser Arbeit wird es immer offenkundig sein, ob
es sich um Tensoren erster Stufe (z.B. Verschiebungs- und Normalenvektor), Tensoren zweiter
Stufe (nur Spannungs- und Verzerrungstensor) oder Tensoren vierter Stufe (z.B. Elastizitäts- und
Nachgiebigkeitstensor) handelt. Aus diesem Grund wird auf eine Kennzeichnung der Stufe des
Tensors verzichtet. Lediglich für den Einheitstensor wird zwischen 1(2) der zweiten Stufe und 1(4)
der vierten Stufe unterschieden.
„Verallgemeinerter“ Integralsatz
In der Kontinuumsmechanik dienen Integralsätze u.a. der Umwandlung von Oberflächen- in Volu-
menintegrale und umgekehrt. Ist S eine stetig differenzierbare Feldfunktion (z.B. Spannungs- oder
Verzerrungstensor), und ist n der nach außen gerichtete Normaleneinheitsvektor auf der geschlos-
senen Oberfläche ∂V des Volumens V , so können verschiedene Integralsätze formuliert werden,
die sich in einer hier als verallgemeinerter Integralsatz bezeichneten Form angeben lassen:
∫
V
∇ ◦ S dV =
∫
∂V
n ◦ S dS . (2.17)
6 Der Exponent −T steht hier für die Inverse der Transponierten bzw. die Transponierte der Inversen.
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Hierin steht das Symbol ◦ für eine der folgenden Operationen
∇ ◦ S =



∇⊗ S
∇ · S
∇× S
, (2.18)
mit der Definition des Nablaoperators ∇:
∇ = ei ∂(...)
∂xi
= ei (...),i. (2.19)
Die Nablaoperation ∇⊗ (...) wird oft als Gradient (grad) bezeichnet, ∇ · (...) als Divergenz (div)
und ∇ × (...) als Rotation (rot). Eine Aufstellung der verschiedenen Integralsätze einschließlich
daraus folgender Spezialfälle ist u.a. in [ALTENBACH & ALTENBACH 1994] angegeben.
2.2 Elastizitätstheorie
2.2.1 Fundamentale Grundgleichungen
Konstitutive Beziehungen in der linearen Elastizitätstheorie werden über das verallgemeinerte
HOOKEsche Gesetz angegeben, das einen linearen Zusammenhang zwischen Spannungs- und Ver-
zerrungstensor über den Elastizitäts- bzw. Nachgiebigkeitstensor angibt. Die Koeffizienten dieser
linearen Beziehungen sind die Elastizitäts- bzw. Nachgiebigkeitsmoduln. In tensorieller Notation
wird die konstitutive Beziehung der linearen Elastizitätstheorie über den vierstufigen Elastizitäts-
tensor C bzw. Nachgiebigkeitstensor D formuliert:
σ = C : ε bzw. in Indexschreibweise σij = Cijklεkl, (2.20)
und
ε = D : σ bzw. in Indexschreibweise εij = Dijklσkl. (2.21)
Da im hier betrachteten klassischen Kontinuum Spannungs- und Verzerrungstensor symmetrisch
sind, also
σ = σT und ε = εT (2.22)
gilt, müssen folgende Untersymmetrien von C vorhanden sein:
Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cjilk. (2.23)
Damit reduzieren sich die ursprünglich 81 Elemente der Koordinatenmatrix von C auf 36 un-
abhängige. Setzt man weiterhin hyperelastisches Materialverhalten voraus, d.h. es existiert ein
elastisches Potential W = W (ε), lässt sich die Spannung über die partielle Ableitung
σ =
∂W
∂ε
bzw. σij =
∂W
∂εij
(2.24)
ausdrücken. Unter Annahme eines linearen Elastizitätsgesetzes (Gl. (2.20)) ist W nach
W =
1
2
ε : C : ε =
1
2
Cijkl εij εkl =
1
2
Cklij εkl εij (2.25)
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gegeben. Die zweifache partielle Ableitung von Gl. (2.25) nach den Verzerrungen liefert
∂W
∂εij
= σij = Cijkl εkl bzw.
∂W
∂εkl
= σkl = Cklij εij (2.26a)
und
∂
∂εkl
(
∂W
∂εij
)
= Cijkl bzw.
∂
∂εij
(
∂W
∂εkl
)
= Cklij. (2.26b)
Da bei hyperelastischem Materialverhalten die am Kontinuum verrichtete Arbeit vom Weg, auf
welchem die Verformung erfolgt, unabhängig ist (also nur vom Anfangs- und Endzustand bestimmt
wird), hat die Reihenfolge der partiellen Ableitungen keinen Einfluss auf das Ergebnis. Demnach
muss C die Hauptsymmetrie
Cijkl = Cklij. (2.27)
erfüllen. Die unabhängigen Maßzahlen von C reduzieren sich auf 21.
In der Kontinuumsmechanik müssen zwei grundlegende Feldgleichungen an jedem materiellen
Punkt x des Kontinuum erfüllt sein: Zum einen muss das Spannungsfeld divergenzfrei sein (ohne
Volumenkräfte):
∇ · σ = 0 in V, (2.28)
und zum anderen gilt für kleine Deformationen die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehung
ε =
1
2
(∇⊗ u + (∇⊗ u)T ) in V. (2.29)
Im orthonormierten Basissystem folgen mit der Definition des Nablaoperators ∇ (Gl. (2.19)) die
Gln. (2.28) und (2.29) in Indexschreibweise:
σji,j = σij,j = 0 in V (2.30)
und
εij =
1
2
(ui,j + uj,i) in V. (2.31)
2.2.2 Reziprozitätstheorem
Betrachtet werden zwei Belastungszustände7 (1) und (2) ein und desselben Körpers (Abb. 2.1).
Die Randspannungen t(1) bzw. t(2) bilden jeweils ein Gleichgewichtssystem und erzeugen die
Verschiebungsfelder u(1) bzw. u(2). Das Reziprozitätstheorem, oft auch Satz von BETTI genannt,
sagt aus, dass die Arbeiten der Randspannungen des einen Zustandes an den Verschiebungen des
anderen Zustandes jeweils gleich sind:
∫
∂V
t(1) · u(2)dS =
∫
∂V
t(2) · u(1)dS . (2.32)
7 Hier stehen (1) und (2) für den Belastungszustand und nicht für die Stufe des Tensors. Die Randspannungen t bzw.
Verschiebungen u sind Tensoren erster Stufe (Vektoren).
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¾
(2)
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(b) Belastungszustand (2)
Abbildung 2.1: Zwei Belastungszustände eines Körpers
Dieses Theorem folgt aus der Symmetrie des Elastizitätstensors C, die zu
σ(1) : ε(2) =
(
C : ε(1)
)
: ε(2) =
(
C : ε(2)
)
: ε(1) = σ(2) : ε(1) (2.33)
führt. Mit dem Normaleneinheitsvektor n auf ∂V berechnet sich der Randspannungsvektor t aus
t = n · σ. (2.34)
Unter Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes (Gl. (2.17)) lässt sich die linke Seite von
Gl. (2.32) schreiben als:
∫
∂V
t(1) · u(2)dS =
∫
∂V
n · σ(1) · u(2)dS
=
∫
V
∇ · (σ(1) · u(2)) dV =
∫
V
σ(1) :
(∇⊗ u(2)) dV
=
∫
V
σ(1) : ε(2)dV =
∫
V
σ(2) : ε(1)dV
=
∫
∂V
t(2) · u(1)dS . (2.35)
2.2.3 Elastizitäts- und Nachgiebigkeitsmatrizen
Wie in der Kontinuumsmechanik üblich, werden in der vorliegenden Arbeit die meisten Gleichun-
gen, einschließlich ihrer Herleitungen, mit Hilfe tensorieller Größen formuliert. Die praktische
Umsetzung erfolgt aber in der Regel durch Matrix- bzw. Vektorrepräsentationen dieser Größen.
In der Elastizitätstheorie spricht man dann anstelle von Elastizitäts- und Spannungstensoren von
Elastizitätsmatrizen und Spannungsvektoren. Für die Ingenieurpraxis ist diese, auch VOIGTsche
Notation genannte, Darstellungsweise durchaus sinnvoll.
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Elastizitätsgesetz in der Vektor-Matrix-Darstellung (VOIGTsche Notation)
Aus dem Elastizitätsgesetz in Tensorschreibweise
σ = C : ε bzw. ε = D : σ (2.36)
wird die Vektor-Matrix-Schreibweise
[σ] = [C][ε] bzw. [ε] = [D][σ] (2.37)
mit der durch eckige Klammern gekennzeichneten Koordinatenmatrix eines Tensors. Aus dem
doppelten Skalarprodukt zwischen Tensoren vierter Stufe entsteht ein Matrizenprodukt. Unter
Ausnutzung der Untersymmetrien von C (Gl. (2.23)) lautet die Matrixschreibweise des Elasti-
zitätstensors, die üblicherweise als Elastizitätsmatrix [C] bezeichnet wird:
[C] =


C1111 C1122 C1133 C1123 C1131 C1112
C2211 C2222 C2233 C2223 C2231 C2212
C3311 C3322 C3333 C3323 C3331 C3312
C2311 C2322 C2333 C2323 C2331 C2312
C3111 C3122 C3133 C3123 C3131 C3112
C1211 C1222 C1233 C1223 C1231 C1212


=


C11 C12 C13 C14 C15 C16
C21 C22 C23 C24 C25 C26
C31 C32 C33 C34 C35 C36
C41 C42 C43 C44 C45 C46
C51 C52 C53 C54 C55 C56
C61 C62 C63 C64 C65 C66


(2.38)
Die Maßzahlen des Spannungs- und des Verzerrungstensors lassen sich als Spaltenmatrizen schrei-
ben. Unter Ausnutzung der Symmetrie von Spannungs- und Verzerrungstensor (Gl. (2.22)) redu-
zieren sich die unabhängigen Maßzahlen der Spannungen [σ] bzw. der Verzerrungen [ε] von neun
auf sechs:
[σ] =


σ11
σ22
σ33
σ23
σ31
σ12


=


σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6


bzw. [ε] =


ε11
ε22
ε33
2ε23
2ε31
2ε12


=


ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6


. (2.39)
Bei Letzterem ist zu beachten, dass sich die Ingenieurmaße der Schubverzerrungen (Gleitungen)
um den Faktor 2 von den entsprechenden Maßzahlen des Verzerrungstensors unterscheiden. Damit
lautet das Elastizitätsgesetz in VOIGTscher Notation


σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6


=


C11 C12 C13 C14 C15 C16
C21 C22 C23 C24 C25 C26
C31 C32 C33 C34 C35 C36
C41 C42 C43 C44 C45 C46
C51 C52 C53 C54 C55 C56
C61 C62 C63 C64 C65 C66




ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6


(2.40)
bzw. nach Inversion


ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6


=


D11 D12 D13 D14 D15 D16
D21 D22 D23 D24 D25 D26
D31 D32 D33 D34 D35 D36
D41 D42 D43 D44 D45 D46
D51 D52 D53 D54 D55 D56
D61 D62 D63 D64 D65 D66




σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6


(2.41)
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mit der Nachgiebigkeitsmatrix
[D] = [C]−1. (2.42)
So wird zum Beispiel aus der Normalspannung σ11 in tensorieller Schreibweise
σ11 =C1111ε11 + C1122ε22 + C1133ε33 + C1123ε23 + C1132ε32 + C1131ε31
+ C1113ε13 + C1112ε12 + C1121ε21 (2.43)
die Darstellung in den Ingenieurmaßen
σ1 =C11ε1 + C12ε2 + C13ε3 + C14
1
2
ε4 + C14
1
2
ε4 + C15
1
2
ε5 + C15
1
2
ε5 + C16ε6 + C16
1
2
ε6
=C11ε1 + C12ε2 + C13ε3 + C14ε4 + C15ε5 + C16ε6 . (2.44)
Anisotropes Materialverhalten
Das allgemeinste Materialverhalten ist das anisotrope Materialverhalten. Hierbei gibt es keinerlei
Symmetrieebenen; das Material besitzt in allen Raumrichtungen verschiedene Materialeigenschaf-
ten. Mit den im Abschnitt 2.2.1 betrachteten Symmetrieeigenschaften des Elastizitätstensors und
den daraus resultierenden 21 unabhängigen elastischen Parametern reduziert sich die Elastizitäts-
matrix [C] nach (2.38) auf:
[C] =


C11 C12 C13 C14 C15 C16
C22 C23 C24 C25 C26
C33 C34 C35 C36
S C44 C45 C46
Y C55 C56
M C66


. (2.45)
Im Folgendem soll das elastische Materialverhalten unter Ausnutzung von Symmetrieebenen des
Materialverhaltens weiter spezifiziert werden. Für die Darstellung der resultierenden Elastizitäts-
und Nachgiebigkeitsmatrizen und die Definition der zugehörigen Ingenieurkonstanten wird hier im
Wesentlichen auf [ALTENBACH & ALTENBACH 1994] zurückgegriffen. Hier nicht diskutiert wird
die Möglichkeit, die Symmetrieebenen über sogenannte Strukturtensoren zu repräsentieren. Dies
erlaubt eine direkte Integration der materiellen Symmetrien in tensoriell formulierte konstitutive
Beziehungen oder auch die Formulierung der freien HELMHOLTZschen Energie mittels Struktur-
tensoren [ZASTRAU et al. 2002].
Monotropes Materialverhalten
Liegt monotropes Materialverhalten vor, so gibt es genau eine Symmetrieebene. Für den Fall, dass
dies die (x2, x3)-Ebene ist, folgt für die Elastizitätsmatrix
[C] =


C11 C12 C13 C14 0 0
C22 C23 C24 0 0
C33 C34 0 0
S C44 0 0
Y C55 C56
M C66


. (2.46)
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Durch die Existenz einer Symmetrieebene reduziert sich die Anzahl der unabhängigen Parameter
des Elastizitätsgesetzes von ehemals 21 bei der Anisotropie auf nunmehr 13. Die zugehörigen
Ingenieurparameter lassen sich übersichtlich in der Nachgiebigkeitsmatrix [D] darstellen (nach
[ALTENBACH & ALTENBACH 1994]):
[D] = [C]−1 =


1
E1
−ν21
E2
−ν31
E3
η41
G23
0 0
−ν12
E1
1
E2
−ν32
E3
η42
G23
0 0
−ν13
E1
−ν23
E2
1
E3
η43
G23
0 0
η14
E1
η24
E2
η34
E3
1
G23
0 0
0 0 0 0
1
G13
µ65
G12
0 0 0 0
µ56
G13
1
G12


. (2.47)
Aufgrund der Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix müssen die Bedingungen
E1ν21 = E2ν12 , E2ν32 = E3ν23 , E3ν13 = E1ν31 ,
E1η41 = G23η14 , E2η42 = G23η24 , E3η43 = G23η34 und
G13µ65 = G12µ46 (2.48)
erfüllt sein, was die 21 Ingenieurparameter in Gl. (2.47) wiederum auf 13 unabhängige Größen
reduziert.
In dieser Arbeit wird das globale Koordinatensystem stets so gewählt, dass sich die flächige textile
Bewehrung in der (x2, x3)-Ebene befindet. Unabhängig von Anzahl und Orientierung der einge-
legten Rovings liegt dabei im Mittel mindestens ein mittleres monotropes Materialverhalten des
Verbundmaterials vor – zumindest im elastischen Fall ohne Schädigung und Rissbildung. Für eine
Vielzahl von praktisch eingesetzten Bewehrungsstrukturen entstehen zusätzliche Symmetrieebe-
nen. Die Wahl der (x2, x3)-Ebene als Bewehrungsebene korrespondiert zu der hier für das mono-
trope Materialverhalten eingeführten Symmetrieebene x1 = 0.
Orthotropes Materialverhalten
Bei orthotropem Materialverhalten gibt es im Gegensatz zur Monotropie eine zweite Symmetrie-
ebene, wodurch zwangsläufig eine dritte Ebene, die senkrecht auf den ersten beiden steht, Symme-
trieebene wird. Eine Spiegelung bezüglich dieser Ebenen bewirkt ein unverändertes Materialver-
halten. Sind diese Symmetrieebenen identisch dem orthogonalen Basissystem x1, x2, x3, reduziert
sich die Anzahl der unabhängigen Parameter der Elastizitätsmatrix auf neun:
[C] =


C11 C12 C13 0 0 0
C22 C23 0 0 0
C33 0 0 0
S C44 0 0
Y C55 0
M C66


(2.49)
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bzw. ausgedrückt über die Ingenieurparameter nach:
[C] =


1− ν23ν32
E2E3
ν21 + ν31ν23
E2E3
ν31 + ν21ν32
E2E3 0 0 0
1− ν13ν31
E1E3
ν32 + ν12ν31
E1E3 0 0 0
1− ν12ν21
E1E2 0 0 0
S G23 0 0
Y G31 0
M G12


(2.50)
mit
 = 1− ν12ν21 − ν23ν32 − ν13ν31 − 2ν21ν32ν13
E1E2E3
. (2.51)
Hierin sind Ei die Elastizitätsmoduln in Richtung der Achsen xi, Gij die Gleitmoduln in der
(xi, xj)-Ebene und νij die Querdehnungszahlen zur Kennzeichnung der Querdehnungswirkungen
zwischen den Richtungen i (Beanspruchungsrichtung) und j (Querdehnungsrichtung). Übersicht-
licher stellen sich die Ingenieurparameter in der Nachgiebigkeitsmatrix dar:
[D] = [C]−1 =


1
E1
−ν21
E2
−ν31
E3
0 0 0
−ν12
E1
1
E2
−ν32
E3
0 0 0
−ν13
E1
−ν23
E2
1
E3
0 0 0
0 0 0
1
G23
0 0
0 0 0 0
1
G13
0
0 0 0 0 0
1
G12


. (2.52)
Leicht sind die aufgrund der Symmetrie Dij = Dji zu fordernden Beziehungen zwischen den
Ingenieurparametern abzulesen:
E1ν21 = E2ν12 , E2ν32 = E3ν23 , E1ν31 = E3ν13 . (2.53)
Es gibt demnach neun unabhängige Ingenieurparameter: drei Elastizitätsmoduln, drei Gleitmoduln
und drei Querdehnungszahlen.
Transversal-isotropes Materialverhalten
Transversal-isotropes Materialverhalten kann als ein Spezialfall der Orthotropie betrachtet wer-
den. Dabei ist eine der orthogonalen Symmetrieebenen gleichzeitig auch eine Isotropieebene. Die
unabhängigen Materialparameter reduzieren sich auf fünf. Für den Fall, dass diese Ebene die zu
x3 orthogonale Ebene ist, was zum Beispiel einem isotropen Matrixmaterial mit in x3-Richtung
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ausgerichteten unidirektionalen Rovings entspricht, gelten ausgehend vom orthotropen Material-
verhalten folgende Identitäten für die Ingenieurparameter:
E22 = E11 ≡ E
ν12 = ν21 ≡ ν
G12 = G21 ≡ G
E33 ≡ E3
ν31 = ν32 ≡ ν3
G31 = G23 = G32 = G13 ≡ G3
ν13 = ν23
(2.54a)
mit den Bedingungen
G =
E
2(1 + ν)
und ν13
E
=
ν3
E3
. (2.54b)
Unter Verwendung der in Gl. (2.54a) eingeführten verkürzten Schreibweise folgen die Elastizitäts-
matrix
[C] =


1− ν23 EE3
ν − ν23 EE3
(1 + ν)ν3 0 0 0
1− ν23 EE3
(1 + ν)ν3 0 0 0
(1− ν2)E3
E 0 0 0
S G3 0 0
Y G3 0
M G


(2.55)
und die Nachgiebigkeitsmatrix
[D] =


1
E
− ν
E
− ν3
E3
0 0 0
1
E
− ν3
E3
0 0 0
1
E3
0 0 0
S
1
G3
0 0
Y
1
G3
0
M
1
G


(2.56)
mit
 = 1 + ν
E
[
1− ν − 2ν23
E
E3
]
. (2.57)
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Eine alternative Möglichkeit, die Elastizitätsmatrix für transversal-isotropes Materialverhalten an-
zugeben, ist die Formulierung über die HILLschen Konstanten [SEJNOHA 1999]
k = − 1
1
G
− 4
E
+
4ν23
E3
, (2.58a)
l = 2kν3 , (2.58b)
n = E3 + 4kν
2
3 = E3 +
l2
k
, (2.58c)
m = G , (2.58d)
p = G3 , (2.58e)
womit die Elastizitätsmatrix
[C] =


(k + m) (k −m) l 0 0 0
(k −m) (k + m) l 0 0 0
l l n 0 0 0
0 0 0 p 0 0
0 0 0 0 p 0
0 0 0 0 0 m


(2.59)
lautet.
Isotropes Materialverhalten
Sind alle Richtungen im Material bezüglich der elastischen Eigenschaften gleichberechtigt, so
spricht man von isotropem Materialverhalten. Die Anzahl der voneinander unabhängigen elasti-
schen Parameter reduziert sich auf zwei. Mit dem Elastizitätsmodul E, der Querdehnungszahl ν
und dem Schubmodul G lauten die Elastizitätsmatrix
[C] =


E(1− ν)
(1− 2ν)(1 + ν)
Eν
(1− 2ν)(1 + ν)
Eν
(1− 2ν)(1 + ν) 0 0 0
E(1− ν)
(1− 2ν)(1 + ν)
Eν
(1− 2ν)(1 + ν) 0 0 0
E(1− ν)
(1− 2ν)(1 + ν) 0 0 0
S G 0 0
Y G 0
M G


(2.60)
und die Nachgiebigkeitsmatrix
[D] =


1
E
− ν
E
− ν
E
0 0 0
1
E
− ν
E
0 0 0
1
E
0 0 0
S
1
G
0 0
Y
1
G
0
M
1
G


, (2.61)
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wobei E, ν und G nicht voneinander unabhängig sind:
G =
E
2(1 + ν)
. (2.62)
Ausgedrückt über die ebenfalls gebräuchlichen LAMÉschen Parameter
λ =
Eν
(1 + ν)(1− 2ν) und µ =
E
2(1 + ν)
(2.63)
kann [C] auch alternativ geschrieben werden als
[C] =


λ + 2µ λ λ 0 0 0
λ + 2µ λ 0 0 0
λ + 2µ 0 0 0
S µ 0 0
Y µ 0
M µ


. (2.64)
2.2.4 Koordinatentransformation
Für die Formulierung konstitutiver Beziehungen ist es unerlässlich, verschiedene Tensoren in
durch Drehung entstandene Koordinatensysteme zu transformieren. Wegen der Beschränkung auf
kartesische Koordinaten ist die Transformation hier immer eine einfache Rotation des Koordina-
tensystems. Nach einer kurzen allgemeinen Darstellung soll die Transformation auf die Maßzahlen
von Spannungs-, Verzerrungs- und Elastizitätstensor spezifiziert werden.
Transformationsvorschrift für Tensoren
Tensoren lassen sich in beliebigen Koordinatensystemen darstellen. Werden mit (.)′ die Größen
im neuen Koordinatensystem bezeichnet, so stellt sich ein Tensor 1. Stufe im neuen und alten
Basissystem nach
x = x′ie
′
i = xjej (2.65)
dar. Für die Transformation der Maßzahlen von x lässt sich eine Drehmatrix [Q] einführen, deren
Elemente Qij sich wie folgt ergeben:
x′i = xjej · e′i , (2.66)
x′i = Qijxj . (2.67)
Da die neuen Basisvektoren ein kartesisches Koordinatensystem bilden, entsteht das neue Basis-
system durch eine Drehung des alten Systems. In der selben Weise erfolgt die Transformation der
für diese Arbeit wichtigen Tensoren zweiter und vierter Stufe:
A′ij = QimQjnAmn , (2.68)
A′ijkl = QimQjnQkrQlsAmnrs . (2.69)
Gemäß Gl. (2.67) berechnen sich die Koordinaten eines Tensors 1. Stufe (z.B. Verschiebungs-
vektor) in einem gedrehten Koordinatensystem nach


x′1
x′2
x′3

 =


Q11 Q12 Q13
Q21 Q22 Q23
Q31 Q32 Q33




x1
x2
x3

 . (2.70)
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Transformation der Spannungen
Nach Gl. (2.68) berechnen sich die neun Maßzahlen des Spannungstensors im neuen Basissystem
über
σ′ij =Qi1Qj1σ11 + Qi1Qj2σ12 + Qi1Qj3σ13 + Qi2Qj1σ21 + Qi2Qj2σ22 + Qi2Qj3σ23
+ Qi3Qj1σ31 + Qi3Qj2σ32 + Qi3Qj3σ33 (2.71a)
oder dargestellt in Matrixschreibweise:
[σ′] = [Q] [σ] [Q]T , (2.71b)

σ′11 σ
′
12 σ
′
13
σ′21 σ
′
22 σ
′
23
σ′31 σ
′
32 σ
′
33

 =


Q11 Q12 Q13
Q21 Q22 Q23
Q31 Q32 Q33




σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33




Q11 Q21 Q31
Q12 Q22 Q32
Q13 Q23 Q33

 .
(2.71c)
Unter Ausnutzung der Symmetrie des Spannungstensors lässt sich die Transformation der Span-
nungen schreiben als


σ′1
σ′2
σ′3
σ′4
σ′5
σ′6


= [Qσ]


σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6


bzw.


σ′11
σ′22
σ′33
σ′23
σ′31
σ′12


= [Qσ]


σ11
σ22
σ33
σ23
σ31
σ12


(2.72)
mit der 6x6-Transformationsmatrix
[Qσ] =


Q211 Q
2
12 Q
2
13 2Q12Q13 2Q11Q13 2Q11Q12
Q221 Q
2
22 Q
2
23 2Q22Q23 2Q21Q23 2Q21Q22
Q231 Q
2
32 Q
2
33 2Q32Q33 2Q31Q33 2Q31Q32
Q21Q31 Q22Q32 Q23Q33 Q22Q33 + Q23Q32 Q21Q33 + Q23Q31 Q21Q32 + Q22Q31
Q11Q31 Q12Q32 Q13Q33 Q12Q33 + Q13Q32 Q11Q33 + Q13Q31 Q11Q32 + Q12Q31
Q11Q21 Q12Q22 Q13Q23 Q12Q23 + Q13Q22 Q11Q23 + Q13Q21 Q11Q22 + Q12Q21


.
(2.73)
Transformation der Verzerrungen
Analog der Transformation des Spannungstensors berechnen sich die Komponenten des Verzer-
rungstensors im neuen Basissystem nach
ε′ij =Qi1Qj1ε11 + Qi1Qj2ε12 + Qi1Qj3ε13 + Qi2Qj1ε21 + Qi2Qj2ε22 + Qi2Qj3ε23
+ Qi3Qj1ε31 + Qi3Qj2ε32 + Qi3Qj3ε33, (2.74)
bzw. in Matrixschreibweise
[ε′] = [Q] [ε] [Q]T , (2.75)

ε′11 ε
′
12 ε
′
13
ε′21 ε
′
22 ε
′
23
ε′31 ε
′
32 ε
′
33

 =


Q11 Q12 Q13
Q21 Q22 Q23
Q31 Q32 Q33




ε11 ε12 ε5
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33




Q11 Q21 Q31
Q12 Q22 Q32
Q13 Q23 Q33

 . (2.76)
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Mit den in Gl. (2.39) definierten Ingenieurmaßen der Verzerrungen lautet die Transformationsvor-
schrift für die Verzerrungen


ε′1
ε′2
ε′3
ε′4
ε′5
ε′6


= [Qε]


ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6


, (2.77)
wobei sich im Gegensatz zu Gl. (2.73) aufgrund der Definition der Ingenieurmaße der Verzerrun-
gen die Komponenten der 6x6-Transformationsmatrix hier nach
[Qε] =


Q211 Q
2
12 Q
2
13 Q12Q13 Q11Q13 Q11Q12
Q221 Q
2
22 Q
2
23 Q22Q23 Q21Q23 Q21Q22
Q231 Q
2
32 Q
2
33 Q32Q33 Q31Q33 Q31Q32
2Q21Q31 2Q22Q32 2Q23Q33 Q22Q33 + Q23Q32 Q21Q33 + Q23Q31 Q21Q32 + Q22Q31
2Q11Q31 2Q12Q32 2Q13Q33 Q12Q33 + Q13Q32 Q11Q33 + Q13Q31 Q11Q32 + Q12Q31
2Q11Q21 2Q12Q22 2Q13Q23 Q12Q23 + Q13Q22 Q11Q23 + Q13Q21 Q11Q22 + Q12Q21


(2.78)
berechnen. Sollen nicht die Ingenieurmaße der Verzerrungen, sondern die Maßzahlen des Verzer-
rungstensors transformiert werden, so erfolgt dies unter Ausnutzung der Symmetrie des Verzer-
rungstensors analog zur Spannungstransformation nach


ε′11
ε′22
ε′33
ε′23
ε′31
ε′12


= [Qσ]


ε11
ε22
ε33
ε23
ε31
ε12


. (2.79)
Transformation der Elastizitätsmatrix
Nach Gl. (2.69) bestimmen sich die Maßzahlen des Elastizitätstensors im neuen Basissystem nach
C ′ijkl = QimQjnQkrQlsCmnrs . (2.80)
Diese Transformation lautet in Matrixschreibweise
[C′] = [Q  Q][C][Q  Q]T (2.81)
mit der Koordinatenmatrix für das quadratische Tensorprodukt eines beliebigen Tensors Q
[Q  Q] =


Q211 Q
2
12 Q
2
13 Q11Q12 Q12Q13 Q11Q13 Q12Q11 Q13Q12 Q13Q11
Q221 Q
2
22 Q
2
23 Q21Q22 Q22Q23 Q21Q23 Q22Q21 Q23Q22 Q23Q21
Q231 Q
2
32 Q
2
33 Q31Q32 Q32Q33 Q31Q33 Q32Q31 Q33Q32 Q33Q31
Q11Q21 Q12Q22 Q13Q23 Q11Q22 Q12Q23 Q11Q23 Q12Q21 Q13Q22 Q13Q21
Q21Q31 Q22Q32 Q23Q33 Q21Q32 Q22Q33 Q21Q33 Q22Q31 Q23Q32 Q23Q31
Q11Q31 Q12Q32 Q13Q33 Q11Q32 Q12Q33 Q11Q33 Q12Q31 Q13Q32 Q13Q31
Q21Q11 Q22Q12 Q23Q13 Q21Q12 Q22Q13 Q21Q13 Q22Q11 Q23Q12 Q23Q11
Q31Q21 Q32Q22 Q33Q23 Q31Q22 Q32Q23 Q31Q23 Q32Q21 Q33Q22 Q33Q21
Q31Q11 Q32Q12 Q33Q13 Q31Q12 Q32Q13 Q31Q13 Q32Q11 Q33Q12 Q33Q11


.
(2.82)
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In dieser Transformationsvorschrift sind weder die Symmetrie des Elastizitätstensors ausgenutzt,
noch daraus resultierende Vereinfachungen durchgeführt. Damit gilt diese Transformationsvor-
schrift für beliebige Tensoren vierter Stufe. Zur Formulierung der Transformation der Elastizitäts-
matrix unter Ausnutzung der Symmetrie von C wird auf die bereits dargestellte Transformation
der Spannungen und Verzerrungen zurückgegriffen. Die konstitutive Beziehung lässt sich in beiden
Basissystemen formulieren als
[σ] = [C][ε] bzw. [σ′] = [C′][ε′] . (2.83)
Somit folgt mit den Gln. (2.72) und (2.77)
[σ′] = [C′][ε′] ,
[Qσ][σ] = [C′][Qε][ε] ,
[σ] = [Qσ]−1[C′][Qε][ε] (2.84)
und schließlich
[C′] = [Qσ][C][Qε]−1 . (2.85)
Es kann gezeigt werden, dass wegen der Orthogonalität von [Q] auch die Matrix [Q  Q] eine
orthogonale 9x9-Matrix ist und sich die Inversen der infolge Symmetrie auf 6x6-Matrizen redu-
zierten Transformationsmatrizen [Qσ] und [Qε] (diese sind nicht mehr orthogonal) durch einfaches
Vertauschen der Indizes bilden lassen. Damit ist dann leicht zu sehen, dass
[Qε]−1 = [Qσ]T bzw. [Qσ]−1 = [Qε]T (2.86)
gilt. Somit bestimmen sich die Maßzahlen der symmetrischen Elastizitätsmatrix [C′] im neuen
Basissystem unter Verwendung der in Gl. (2.73) definierten Transformationsmatrix nach
[C′] = [Qσ][C][Qσ]T . (2.87)
Eine Rücktransformation der Elastizitätsmatrix, was einer Drehung des Koordinatensystems um
den Winkel −α entspricht, erfolgt wegen (2.86) nach
[C] = [Qε]T [C′][Qε] . (2.88)
Transformation der Nachgiebigkeitsmatrix
Aufbauend auf den zur Transformation [C] gemachten Bemerkungen soll die Transformation von
[D] hier knapp behandelt werden. Die Maßzahlen des Nachgiebigkeitstensors im neuen Basissy-
stem berechnen sich nach
D′ijkl = QimQjnQkrQlsDmnrs , (2.89)
was in Matrixschreibweise als
[D′] = [Q  Q][D][Q  Q]T (2.90)
formuliert werden kann. Unter Ausnutzung der bereits dargestellten Transformation der Spannun-
gen und Verzerrungen und der konstitutiven Beziehungen
[ε] = [D][σ] bzw. [ε′] = [D′][σ′] (2.91)
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in den beiden Koordinatensystemen lässt sich schreiben:
[ε′] = [D′][σ′] ,
[Qε][ε] = [D′][Qσ][σ] ,
[ε] = [Qε]−1[D′][Qσ][σ] , (2.92)
und mit Gl. (2.86) folgt somit
[D] = [Qσ]T [D′][Qσ] bzw. [D′] = [Qε][D][Qε]T . (2.93)
Definition der Drehmatrizen
Im vorangegangenen Absatz wurde dargelegt, wie mittels der Matrix [Q] Spannungen, Verzerrun-
gen und elastische Materialparameter von einem Basissystem in ein anderes transformiert werden
können. Im Folgendem soll die Bestimmung der Transformationsmatrix [Q] genauer betrachtet
werden. Da das Basissystem immer ein kartesisches ist, handelt es sich hier immer um Rotationen
des Koordinatensystems.
Es sei a = 0 mit ||a|| = 1 ein beliebiger Vektor in R3. Dann folgt die Rotationsmatrix [Qa] für eine
beliebige, positive Drehung mit dem Winkel α um eine Drehachse der Richtung [a] = (a1, a2, a3)T :
[Qa] = cosα


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 + (1− cosα)


a21 a1a2 a1a3
a2a1 a
2
2 a2a3
a3a1 a3a2 a
2
3

 + sinα


0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

 .
(2.94)
Die Determinante von [Qa] ist gleich eins. Für die drei Spezialfälle der Rotation um die drei Ach-
sen x1, x2, x3 ergeben sich die folgenden Rotationsmatrizen.
Drehung um die x1-Achse:
[a] =


1
0
0

 ⇒ [Qx1] =


1 0 0
0 cosα sinα
0 − sinα cosα

 , (2.95)
Drehung um die x2-Achse:
[a] =


0
1
0

 ⇒ [Qx2] =


cosα 0 − sinα
0 1 0
sinα 0 cosα

 , (2.96)
Drehung um die x3-Achse:
[a] =


0
0
1

 ⇒ [Qx3] =


cosα sinα 0
− sinα cosα 0
0 0 1

 . (2.97)
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2.2.5 Ebener Verzerrungszustand und ebener Spannungszustand
Für einige der in dieser Arbeit behandelten Probleme (insbesondere die bruchmechanische Be-
trachtung von Mikrorissen) wird vorausgesetzt, dass entweder die Komponenten des Verzerrungs-
tensors oder des Spannungstensors in einer bestimmten Richtung verschwinden. Entsprechend der
später in dieser Arbeit gewählten (x2,x3)-Ebene als Ebene der textilen Bewehrung ist diese Rich-
tung die x1-Richtung. Verschwinden die Komponenten des Verzerrungs- oder Spannungstensors
in eine Richtung (hier die x1-Richtung), liegen ebene Beanspruchungszustände im Material vor.
Diese ebenen Beanspruchungszustände können in zwei prinzipielle Zustände unterschieden wer-
den.
Erfüllen die Verzerrungen die Bedingung
e1 · ε = e1 · εij ei ⊗ ej = ε1i ei = 0 bzw. ε11 = 0,
ε12 = ε21 = 0,
ε13 = ε31 = 0, (2.98)
spricht man von einem ebenen Verzerrungszustand (EVZ) (plane strain). Ein ebener Verzer-
rungszustand kann insbesondere im Inneren von Körpern mit in einer Richtung behinderter Deh-
nungsmöglichkeit angenommen werden.
Im Gegensatz dazu, wenn
e1 · σ = e1 · σij ei ⊗ ej = σ1i ei = 0 bzw. σ11 = 0,
σ12 = σ21 = 0,
σ13 = σ31 = 0 (2.99)
gilt, liegt ein ebener Spannungszustand (ESZ) (plane stress) vor. Dieser kann oft bei dünnen
Flächentragwerken, wie Scheiben, Platten und Schalen vorausgesetzt werden.
In beiden Fällen bezeichnet man die Verzerrungen ε22, ε33, ε23 = ε32 bzw. die Spannungen σ22,
σ33, σ23 = σ32 als Komponenten in der Ebene (inplane) und ε11, ε12 = ε21, ε31 = ε13 bzw. σ11,
σ12 = σ21, σ31 = σ13 als Verzerrungen bzw. Spannungen außerhalb der Ebene (out-of-plane).
Zu beachten ist, dass auch bei diesen „ebenen“ Zuständen die resultierenden Spannungs- bzw.
Verzerrungsfelder dreidimensional sind. Die Bedingungen e1 · ε = 0 bzw. e1 · σ = 0 treten im
Allgemeinen (ν = 0) nicht gleichzeitig auf. Ebener Verzerrungs- bzw. Spannungszustand sind
spezielle Zustände der konstitutiven Beziehungen σ = C : ε und ε = D : σ.
Beim EVZ entsteht aus der allgemeinen Formulierung (2.40)


σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6


=


C11 C12 C13 C14 C15 C16
C21 C22 C23 C24 C25 C26
C31 C32 C33 C34 C35 C36
C41 C42 C43 C44 C45 C46
C51 C52 C53 C54 C55 C56
C61 C62 C63 C64 C65 C66




0
ε2
ε3
ε4
0
0


(2.100)
und nach Aufspaltung in die Spannungskomponenten σ2, σ3, σ4 innerhalb der (x2,x3)-Ebene und
die Spannungen σ1, σ5, σ6 außerhalb der Ebene

σ2
σ3
σ4

 =


C22 C23 C24
C32 C33 C34
C42 C43 C44




ε2
ε3
ε4

 und


σ1
σ5
σ6

 =


C12 C13 C14
C52 C53 C54
C62 C63 C64




ε2
ε3
ε4

 .
(2.101)
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Beim ESZ folgt mit Gl. (2.41) die konstitutive Beziehung


ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6


=


D11 D12 D13 D14 D15 D16
D21 D22 D23 D24 D25 D26
D31 D32 D33 D34 D35 D36
D41 D42 D43 D44 D45 D46
D51 D52 D53 D54 D55 D56
D61 D62 D63 D64 D65 D66




0
σ2
σ3
σ4
0
0


, (2.102)
und nach Aufspaltung in die Verzerrungskomponenten innerhalb (ε2, ε3, ε4) und außerhalb
(ε1, ε5, ε6) der (x1,x2)-Ebene entsteht


ε2
ε3
ε4

 =


D22 D23 D24
D32 D33 D34
D42 D43 D44




σ2
σ3
σ4

 und


ε1
ε5
ε6

 =


D12 D13 D14
D52 D53 D54
D62 D63 D64




σ2
σ3
σ4

 .
(2.103)
Die aufgespaltenen Gleichungen (2.101) und (2.103) sind „scheinbare konstitutive Beziehungen“.
Sie drücken im EVZ alle Spannungskomponenten des Raumes über die ebenen Verzerrungen und
im ESZ alle Verzerrungskomponenten über die ebenen Spannungen aus. Aufgrund der unterschied-
lichen Zwangsbedingung gilt nicht die Invertierbarkeit der 3x3-Matrizen der scheinbaren konstitu-
tiven Beziehungen:


C22 C23 C24
C32 C33 C34
C42 C43 C44

 =


D22 D23 D24
D32 D33 D34
D42 D43 D44


−1
und (2.104a)


C12 C13 C14
C52 C53 C54
C62 C63 C64

 =


D12 D13 D14
D52 D53 D54
D62 D63 D64


−1
. (2.104b)
Verhält sich das betrachtete elastische Material isotrop oder transversal-isotrop, wird zur Unter-
scheidung der ebenen Beanspruchungszustände EVZ und ESZ oft der „vereinfachende“ Material-
parameter κ gebraucht. Dieser erlaubt die Formulierung des Elastizitätsgesetzes für beide Zustände
über einheitliche Elastizitäts- bzw. Nachgiebigkeitsmatrizen. Diese lauten für die konstitutiven Be-
ziehungen in der Ebene (inplane):
[C
(α)
ab ] = G


(κ + 1)/(κ− 1) −(κ− 3)/(κ− 1) 0
−(κ− 3)/(κ− 1) (κ + 1)/(κ− 1) 0
0 0 1

 bzw. (2.105a)
[D
(α)
ab ] =
1
G


(κ + 1)/8 (κ− 3)/8 0
(κ− 3)/8 (κ + 1)/8 0
0 0 1

 (2.105b)
und außerhalb der Ebene (out-of-plane):
[C
(α)
ab ] = G
[
1 0
0 1
]
bzw. (2.105c)
[D
(α)
ab ] =
1
G
[
1 0
0 1
]
. (2.105d)
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Hierin steht (α) = EV Z für den ebenen Verzerrungszustand bzw. (α) = ESZ für den ebenen
Spannungszustand. Für den jeweiligen Beanspruchungszustand gilt
[C
(α)
ab ] = [D
(α)
ab ]
−1. (2.106)
Liegt transversal-isotropes Materialverhalten mit x3 als ausgezeichnete Richtung vor, berechnet
sich der Materialparameter κ nach
κ =



3− 8G
(
ν23
E3
+
ν
E
)
im EVZ
3− ν
1 + ν
im ESZ .
(2.107)
Im Sonderfall der Isotropie vereinfacht sich κ auf
κ =
{
3− 4ν im EVZ
3− ν
1 + ν
im ESZ . (2.108)
Anstelle des Parameters κ taucht in der Literatur manchmal auch der sogenannte „nominelle Elasti-
zitätsmodul“ zur einheitlichen Darstellung beider ebener Zustände auf. So ist im Fall der Isotropie
der nominelle Elastizitätsmodul E′ definiert als
1
E ′
= [D
(α)
11 ] = [D
(α)
22 ]
=
1 + κ
8G
=
1
E
(κ + 1)(1 + ν)
4
. (2.109)
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2.3.1 Das repräsentative Volumenelement und seine Randbedingungen
In der Mikromechanik dient das Konzept des repräsentativen Volumenelemente (RVE) zur Bestim-
mung der effektiven Materialparameter für einen materiellen Punkt des Kontinuums der Makro-
ebene in Abhängigkeit der vorliegenden Mikrostruktur. Diese Materialparameter finden Eingang in
die formulierten konstitutiver Beziehungen auf der Makroebene. Dabei werden dem heterogenen
RVE Randbedingungen aufgezwungen, die dem Verzerrungs- bzw. Spannungszustand an dem ma-
teriellen Punkt des Kontinuums der Makroebene entsprechen, der durch dieses RVE repräsentiert
wird. Ziel ist die Bestimmung des mittleren Antwortverhaltens des RVE wie mittlere Material-
parameter und mittlere elastische Felder, die für die konstitutiven Beziehungen der in der Regel
kontinuumsmechanischen Analyse der Makrostruktur benötigt werden. Soll nichtlineares und in-
elastisches Materialverhalten auf der Mikro- bzw. Mesoebene berücksichtigt werden, liefert die
Analyse des RVE die dafür erforderlichen lokalen Beanspruchungszustände der Mikrostruktur.
Betrachtet wird ein RVE mit dem Volumen V , begrenzt durch die Oberfläche ∂V . Jeder Punkt ist
definiert über seinen Ortsvektor x, bezogen auf ein feststehendes kartesisches Koordinatensystem
mit den orthonormierten Basisvektoren ei:
x = xi ei . (2.110)
Für die mikromechanischen Berechnungen wird das RVE als ein heterogenes Kontinuum mit
räumlich veränderlichen, aber bekannten konstitutiven Eigenschaften betrachtet. In den meisten
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Fällen ist die Zielsetzung die Bestimmung der mittleren Verzerrung bei einer vorgeschriebenen
Randspannung oder die Bestimmung der mittleren Spannung bei einer vorgeschriebenen Randver-
schiebung.
Auf der Makroebene repräsentiert das RVE einen materiellen Punkt, an dem die makroskopischen
Felder jeweils einen bestimmten Wert annehmen. Üblicherweise werden die makroskopischen Ver-
zerrungen mit E und die makroskopischen Spannungen mit Σ bezeichnet. Beim Konzept der RVEs
werden diese makroskopischen Verzerrungen bzw. Spannungen als mittlere Verzerrungen ε0 bzw.
Spannungen σ0 im RVE vorgeschrieben, und es gilt
E = ε0 bzw. Σ = σ0. (2.111)
Eine Möglichkeit, die Verzerrungen E = ε0 bzw. Spannungen Σ = σ0 für ein RVE vorzuschrei-
ben, ist die Vorgabe homogener Randbedingungen auf dem Rand des RVE. Homogene Randbe-
dingungen sind Randbedingungen, die bei einem homogenen Material homogene, d.h. vom Ort x
unabhängige Verzerrungs- bzw. Spannungsfelder erzeugen. Abhängig davon, ob makroskopische
Verzerrungen oder Spannungen vorgeschrieben sind, sind zwei Arten homogener Randbedingun-
gen offenkundig:
• konstante bzw. nur von n abhängige Spannungen auf ∂V , vgl. Abb. 2.2(a):
t0 = n · σ0 auf ∂V bzw. t0i = σ0ji nj = σ0ij nj auf ∂V (2.112)
• lineare Verschiebungen auf ∂V , vgl. Abb. 2.2(b):
u0 = x · ε0 auf ∂V bzw. u0i = ε0ji xj = ε0ij xj auf ∂V. (2.113)
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Abbildung 2.2: Homogene Randbedingungen am RVE
Unter den vorgeschriebenen Randbedingungen muss sich das RVE im Gleichgewicht befinden.
Wegen des Nichtvorhandenseins von Volumenkräften müssen bei Vorgabe von Randspannungen
diese einen Gleichgewichtszustand repräsentieren. Diese Forderungen wird durch die Randbedin-
gung (2.112) erfüllt.
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Bessere Ergebnisse bei der Bestimmung mittlerer Materialparameter und mittlerer elastischer Fel-
der erhält man bei der Vorgabe periodischer Randbedingungen. Hier wird der lineare Verschie-
bungsansatz auf dem Rand ∂V um einen periodischen (fluktuierenden) Anteil erweitert (Abb. 2.3):
u0i = ε
0
ij xj + wi . (2.114)
Dabei muss der periodische Verschiebungsanteil an den gegenüber liegenden Rändern gleich groß
sein:
wi = wi (2.115)
was in Abb. 2.3 für die x1-Richtung dargestellt ist, und der Mittelwert der periodischen Verschie-
bungen muss über das RVE verschwinden:
∫
∂V
wi = 0 . (2.116)
Die Lösung des Randwertproblemes mit periodischen Randbedingungen ist deutlich aufwendiger
als mit homogenen Randbedingungen und kann näherungsweise auf der Basis von Variationsprin-
zipen mittels der Finite-Element-Methode erfolgen [LEPENIES et al. 2003].
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Abbildung 2.3: Periodische Randbedingungen
2.3.2 Mittelwert der Spannung
Unabhängig davon, ob die auf dem Rand ∂V eines Gebietes vorgeschriebenen Randspannungen
konstant sind oder nicht, das ungewichtete Volumenmittel des veränderlichen Spannungsfeldes
σ(x) über das Volumen V des RVE ist vollständig definiert durch die vorgeschriebenen Randspan-
nungen. Voraussetzung ist, dass die Randspannungen einen Gleichgewichtszustand darstellen. Die
über V ungewichtete mittlere Spannung ist definiert als
〈σ〉 = 1
V
∫
V
σ(x)dV , (2.117)
bzw. in Indexschreibweise
〈σij〉 = 1
V
∫
V
σij(x)dV . (2.118)
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Der Gradient von x bzw. die Transponierte davon ist gleich dem Einheitstensor:
(∇⊗ x)T = ∂xi
∂xj
ei ⊗ ej = xi,jei ⊗ ej = δijei ⊗ ej = 1(2) . (2.119)
Mit Gl. (2.119), und da der Spannungstensor divergenzfrei ist, lässt sich für den Spannungstensor
σ = I(2) · σ = (∇⊗ x)T · σ = (∇ · (σ ⊗ x))T (2.120)
schreiben. Unter Anwendung des Integralsatzes (2.17) folgt hieraus für die mittlere Spannung
〈σ〉 = 1
V
∫
V
(∇ · (σ ⊗ x))T dV = 1
V
∫
∂V
(n · (σ ⊗ x))T dS (2.121)
und mit Gl. (2.112) schließlich
〈σ〉 = 1
V
∫
∂V
x⊗ t0dS bzw. 〈σij〉 = 1
V
∫
∂V
xit
0
j dS . (2.122)
Da die vorgeschriebenen Randspannungen t0 einen Gleichgewichtszustand bilden, müssen die
Summe der Kräfte und die Summe der Momente um einen festen Punkt verschwinden:∫
∂V
t0dS = 0 bzw.
∫
∂V
t0i dS = 0 und (2.123a)
∫
∂V
x× t0dS = 0 bzw.
∫
∂V
εijkxjt
0
kdS = 0 . (2.123b)
Wegen der Symmetrie der in Gl. (2.122) definierten mittleren Spannung 〈σ〉 gilt
∫
∂V
x⊗ t0 dS =
∫
∂V
t0 ⊗ x dS . (2.124)
Des Weiteren muss die mittlere Spannung unabhängig vom gewählten Koordinatenursprung sein,
was sich leicht durch Subtraktion eines konstanten, aber beliebigen Vektors x0 zeigen lässt:
∫
∂V
(x− x0)⊗ t0 dS =
∫
∂V
x⊗ t0 dS −
∫
∂V
x0 ⊗ t0 dS =
∫
∂V
x⊗ t0 dS. (2.125)
Das zweite Integral im mittleren Term von Gl. (2.125) ist wegen Gl. (2.123a) und x0 = konst.
gleich null.
2.3.3 Mittelwert der Verzerrung
Unabhängig davon, ob die auf ∂V vorgeschriebenen Randverschiebungen abschnittsweise kon-
stant sind oder nicht: das ungewichtete Volumenmittel des veränderlichen Verzerrungsfeldes ε(x)
über das Volumen des RVE kann eindeutig über die vorgeschriebenen Randverschiebungen u0
definiert werden. Allgemein gilt
〈ε〉 = 1
V
∫
V
ε(x)dV . (2.126)
Die Verzerrung lässt sich über den Verschiebungsgradienten ∇⊗u ausdrücken, dessen ungewich-
tetes Volumenmittel sich mit dem GAUSSschen Integralsatz nach
〈∇⊗ u〉 = 1
V
∫
V
∇⊗ u dV
=
1
V
∫
∂V
n⊗ u dS = 1
V
∫
∂V
n⊗ u0 dS (2.127)
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berechnen lässt. Der symmetrische Anteil des Verschiebungsgradienten ∇⊗ u ist der Verzerrung
(Gl. (2.29))
ε =
1
2
(∇⊗ u + (∇⊗ u)T ) bzw. εij = 1
2
(ui,j + uj,i) (2.128)
und der antimetrische Teil stellt die zugehörige infinitesimale Rotation ω dar:
ω =
1
2
(∇⊗ u− (∇⊗ u)T ) bzw. ωij = 1
2
(uj,i − ui,j) . (2.129)
Unter Anwendung von Gl. (2.127) lauten somit die mittlere Verzerrung und die mittlere Rotation
in Abhängigkeit von den Randverschiebungen:
〈ε〉 = 1
V
∫
∂V
1
2
(n⊗ u0 + u0 ⊗ n) dS bzw. 〈εij〉 = 1
V
∫
∂V
1
2
(niu
0
j + u
0
inj) dS ,
(2.130)
〈ω〉 = 1
V
∫
∂V
1
2
(n⊗ u0 − u0 ⊗ n) dS bzw. 〈ωij〉 = 1
V
∫
∂V
1
2
(niu
0
j − u0inj) dS .
(2.131)
ANMERKUNG 2.1 Lässt sich der Mittelwert der Verzerrungen eindeutig über die Randverschiebungen ∂V
ausdrücken, so gilt dies im Allgemeinen jedoch nicht für die mittlere Verschiebung 〈u〉. Wegen 1(2) = ∇⊗x
kann für die Verschiebung u geschrieben werden:
u = u · (∇⊗ x) = ∇ · (u⊗ x)− (∇ · u)x , (2.132)
woraus das Volumenmittel des Verschiebungsfeldes
〈u〉 = 1
V
∫
∂V
n · (u⊗ x) dS − 1
V
∫
V
(∇ · u)x dV (2.133)
folgt. Der zweite Summand enthält die Volumendehnung. Nur im Sonderfall inkompressibler Materialien ist
wegen dem dann divergenzfreien Verschiebungsfeld
∇ · u = 0 in V (2.134)
die mittlere Verschiebung eindeutig über die Randverschiebungen u0 definiert:
〈u〉 = 1
V
∫
∂V
n · (u0 ⊗ x) dS . (2.135)
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3.1 Der Glasfaserroving und seine Approximation
Bevor in diesem Abschnitt ein geeignetes Materialmodell zur Beschreibung der elastischen Eigen-
schaften eines Roving diskutiert wird, sollen noch einmal die drei unterschiedlichen Bezeichnun-
gen, die in dieser Arbeit in Zusammenhang mit der Bewehrung Verwendung finden, herausgestellt
werden: Filament, Roving und Faser. Unter Filament wird immer eine einzelne, endlose Faser
verstanden. Sie wird als homogen betrachtet und besitzt einen annähernd kreisförmigen Quer-
schnitt. Im Gegensatz dazu meint Roving ein loses Bündel aus einer Vielzahl von Filamenten.
Sein Querschnitt variiert von idealisiert kreisförmig über ellipsenförmig bis hin zu „flachgedrück-
ten Rechtecken“. Der umgangssprachliche Begriff Faser tritt bei eher allgemeinen Beschreibungen
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und Bezeichnungen (z.B. Faservolumenanteil, Faserrichtung, Faserachse) auf und meint Filament
oder Roving ohne eine spezielle Unterscheidung.
Im Folgenden soll für den Roving als loses Bündel endloser Filamente ein geeignetes Material-
modell gefunden werden, das die elastischen Eigenschaften des Roving im gemittelten Sinn wie-
dergibt. Man kann hierbei also von der Homogenisierung der Mikrostruktur des Roving (die ein-
zelnen Filamente) zu einem homogenen Roving auf der Mesoebene mit gemittelten, effektiven
elastischen Materialeigenschaften sprechen. Da die ausgerichteten Filamente über den Querschnitt
des Roving in einer zufälligen Anordnung vorliegen (Abb. 3.1), kann vom Filamentbündel ein
transversal-isotropes Materialverhalten mit der Faserachse als ausgezeichneter Richtung erwartet
werden. Während jedes Einzelfilament für sich ein homogener, linear elastischer „Zylinder“ ist,
x2
x
1 x3
Abbildung 3.1: Roving als Bündel von Filamenten
sollte bei der Beschreibung des elastischen Materialverhaltens eines Glasfaserroving dieses lose
Bündelverhalten berücksichtigt werden. Für den in die Betonmatrix eingebetteten Roving ergibt
sich folgende Modellvorstellung, die durch verschiedene Experimente bestätigt werden kann:
• In Richtung des Roving werden nur Zugspannungen übertragen. Während bei einem Ein-
zelfilament von einem linear elastischen Verhalten bis zum plötzlichen spröden Versagen
ausgegangenen werden kann, wird für den Roving ein effektiver, dehnungsabhängiger Ela-
stizitätsmodul eingeführt, siehe weiter unten. Dies soll berücksichtigen, dass die Einzelfila-
mente im Roving praktisch nie perfekt ausgerichtet vorliegen.
• Unter Druck in Faserrichtung weichen die einzelnen Filamente aus. Der Roving hat einen
steifigkeitsverringernden Einfluss, wirkt also wie ein Loch in der Matrix.
• Senkrecht zur Rovinglängsachse werden weder Zug- noch Druckspannungen übertragen.
Bei Zug wird das Filamentbündel separiert, und bei Druck weichen die Filamente in die
Zwischenräume des Roving aus.
• Parallel zur Faserachse können nur Schubspannungen in geringer Größe übertragen werden.
Die Kraftübertragung erfolgt durch Reibung zwischen den einzelnen Filamenten. Da das
effektive elastische Materialverhalten des Roving mit der klassischen Kontinuumsmecha-
nik beschrieben wird, gilt wegen des BOLTZMANN-Axioms (Symmetrie des CAUCHYschen
Spannungstensors) die gleiche Aussage auch für die übertragbaren Schubspannungen im
Rovingmodell in Flächen mit einer Normalen parallel zur Faserachse, Abb. 3.2(a). Die di-
rekte Behandlung der in Abb. 3.2 dargestellten diskreten Mikrostruktur für eine endliche
Anzahl von Einzelfilamenten im Rahmen der Kontinuumsmechanik ist selbstverständlich
nicht möglich.
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Ein weiteres, verbessertes Modell für die Kraftübertragung zwischen den Filamenten ist
das Haftbrücken-Modell, welches in das Rovinginnere eingedrungene Hydratationsprodukte
betrachtet [SCHORN 2003], siehe hierzu eine kurze Beschreibung des mechanischen Modells
in Abschnitt 10.3.1.
• In der Ebene normal zur Rovinglängsachse werden keine Schubspannungen übertragen,
Abb. 3.2(b).
• Querdehnwirkungen im Roving gibt es nicht. Beanspruchungen senkrecht zur Rovingachse
führen zu einer gegenseitigen Verschiebung der Filamente, und bei einer Beanspruchung in
Rovingrichtung verändern sich nur die Hohlräume zwischen den Filamenten.
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Abbildung 3.2: Übertragbare Schubspannungen im Roving
Mit diesen beschriebenen Kraftübertragungsmechanismen ergeben sich bei Wahl eines Material-
koordinatensystems mit der x3-Achse in Faserrichtung (Abb. 3.1) die folgenden elastischen Ma-
terialparameter für den transversal-isotropen Roving nach Gl. (2.54) in der verkürzten Bezeich-
nungsweise:
E = 0, (3.1a)
E3 = Er(ε3) =
{
Er(ε3); ε3 ≥ 0
0; ε3 < 0
, (3.1b)
ν = ν3 = 0. (3.1c)
Damit lautet die Elastizitätsmatrix nach (2.55):
[Cr] =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Er(ε3) 0 0 0
S G3 0 0
Y G3 0
M 0


. (3.2)
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Alle Spannungen und Verzerrung sind voneinander entkoppelt, und die einzigen nicht verschwin-
denden Spannungen berechnen sich nach
σ3 = Er(ε3) ε3 bzw. σ33 = Er(ε33) ε33 , (3.3a)
σ4 = G3 ε4 bzw. σ23 = 2G3 ε23 , (3.3b)
σ5 = G3 ε5 bzw. σ31 = 2G3 ε31 . (3.3c)
In erster Näherung kann für die übertragbare Schubspannung zwischen den Filamenten auch τc =
0 angenommen werden, woraus G3 = 0 folgt. Desweiteren wird für die in dieser Arbeit behandel-
ten analytischen Lösungsverfahren bei den meisten mechanischen Modellen Er(ε3) = Er = konst.
vorausgesetzt, was, verglichen mit allen anderen zu treffenden Vereinfachungen, durchaus eine
sinnvolle Annahme ist. Eine Ausnahme hiervon bildet die Problematik des Verbundes zwischen
Roving und Feinbetonmatrix, wo bei der Lösung der Verbunddifferentialgleichung ein veränderli-
cher Elastizitätsmodul berücksichtigt wurde (Abschnitt 10.4).
Der in Abb. 3.3(a) dargestellte typische, experimentell ermittelte Spannungs-Dehnungsverlauf ei-
nes Glasfaserroving aus ca. 1600 Einzelfilamenten zeigt deutlich, dass auch für einen Roving die
Annahme linear elastischen Materialverhaltens gerechtfertigt ist. Betrachtet man diesen Verlauf
genauer und vergleicht ihn mit weiteren Messkurven, ließe sich das elastische Materialverhal-
ten eines Roving unter einer Zugbeanspruchung in Rovingachse in vier Bereiche unterteilen, die
mechanisch begründbar sind und je nach Herstellungsprozess auch deutlicher hervortreten kön-
nen. Abbildung 3.3(b) zeigt eine schematisierte Spannungs-Dehnungs-Beziehung mit der Unter-
teilung in die vier grundlegenden Bereiche mit der jeweils linearen Beziehung der allgemeinen
Form σ = E(i)0 ε + E
(i)
ε (entspricht Er(ε) = E(i)0 + E(i)ε /ε):
• Bereich I: Nicht alle Einzelfilamente liegen im Roving in bereits gestreckter Form vor und
beteiligen sich an der Lastaufnahme (Welligkeit der Filamente); Er(ε) = E(I)0 .
• Bereich II: Nach und nach strecken sich auch jene Filamente, die anfangs noch ungerichtet
im Roving lagen und beteiligen sich an der Lastaufnahme; Er(ε) = E(II)0 + E
(II)
ε /ε.
• Bereich III: Alle Filamente im Roving sind gestreckt und beteiligen sich an der Lastaufnah-
me; Er(ε) = E
(III)
0 . Dieser Bereich ist am weitesten ausgeprägt und erstreckt sich fast über
den ganzen Dehnungsbereich.
• Bereich IV: Sukzessive versagen einzelne Filamente durch plötzliches Reißen, und der Se-
kantenelastizitätsmodul Er fällt auf null; Er(ε) = E(IV )0 + E
(IV )
ε /ε. Dieser Abfall vollzieht
sich meist äußerst schnell (oft so schnell, dass er messtechnisch kaum zu erfassen ist), ohne
eine nennenswerte Zunahme der Rovingdehnung.
Im Rahmen des SFB 528 kommen Glasfilamente der Firmen Vetrotex und Nippon Electric
Glas (NEG) zum Einsatz. Vetrotex gibt für seine Cem-FIL Fasern einen Elastizitätsmodul von
72 000N/mm2 und NEG für seine AR-Glas Fasern 74 000N/mm2 an. Im Sonderforschungsbe-
reich durchgeführte umfangreiche Zugversuche an Filamenten und Rovings ermittelten jeweils
größere Elastizitätsmoduln: etwa 74 000N/mm2 für Cem-FIL Fasern und etwa 78 000N/mm2
für NEG-Fasern [OFFERMANN et al. 2001]. Für die Beispielrechnungen in dieser Arbeit wird ein
Elastizitätsmodul von Er = 76 000N/mm2 angenommen.
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Abbildung 3.3: Spannungs-Dehnungs-Beziehung eines Roving unter uniaxialem Zug
Ein weiterer wichtiger Materialparameter für das Einzelfilament und den Roving ist die Zug-
festigkeit. Unter der Zugfestigkeit wird die Spannung verstanden, bei der es zum Bruch (Rei-
ßen) der Faser kommt. Können für das Einzelfilament und den Roving noch näherungsweise
gleich große Elastizitätsmoduln angenommen werden, unterscheiden sich die Festigkeiten we-
sentlich. Ein aus mehreren hundert bis tausend Filamenten bestehender Roving versagt bei ei-
ner deutlich geringeren Spannung als das Einzelfilament. Ursache hierfür sind die streuenden
Materialeigenschaften (Elastizitätsmodul, Zugfestigkeit) der Einzelfilamente und die nicht gleich-
mäßig gestreckte Ausrichtung der Filamente, was zu einer unterschiedlichen Belastung der Ein-
zelfilamente im Roving führt. Die versuchstechnisch ermittelten Filamentfestigkeiten liegen im
Bereich von 2000 bis 2500N/mm2, die der Rovings etwa zwischen 1200 und 1400N/mm2
[ABDKADER et al. 2003, FRANZKE et al. 2001]. Insbesondere die im Zugversuch ermittelte Zug-
festigkeit der Rovings ist sehr stark von der gewählten Versuchsanordnung abhängig [JESSE 2004].
Für Beispielrechnungen wird eine Rovingzugfestigkeit von σru = 1300N/mm2 angenommen.
3.2 Die Feinbetonmatrix und ihre Approximation
Für die Herstellung des Betons kommt eine spezielle Betonrezeptur zum Einsatz. Es handelt sich
hierbei um einen sehr feinkörnigen Hochleistungsbeton, bei dem Gesteinskörnungen mit einem
Größtkorn von nur 1mm verwendet werden – im Gegensatz zu dem bei normalen Beton üblichen
Größtkorn von 32mm. Die Betonmatrix muss die teilweise sehr engmaschigen Bewehrungsstruk-
turen durchdringen, den Roving möglichst gut umschließen und einen guten Verbund zum Roving
herstellen. Verschiedene Untersuchungen haben gezeigt, dass insbesondere bei Verwendung von
AR-Glasfasern die Betonrezeptur einen entscheidenden Einfluss auf die Eigenschaften des Ver-
bundwerkstoffes hat [BENTUR & MINDESS 1990, JESSE 2004].
Für die hier diskutierten und verwendeten mechanischen Modelle sind zwei Festbetoneigenschaf-
ten von Bedeutung: der Elastizitätsmodul und die Zugfestigkeit. Es wird vorausgesetzt, dass sich
die ungeschädigte Feinbetonmatrix unter Zugbeanspruchung näherungsweise linear elastisch ver-
hält und ein isotropes Materialverhalten (2.60) zeigt. Erreicht die Zugbeanspruchung im Feinbeton
die Zugfestigkeit βz, bilden sich Mikrorisse. Das daraus resultierende nichtlinear elastische Mate-
rialverhalten wird im Kapitel 8 über einen bruchmechanischen Ansatz erfasst. Nach dem Erreichen
einer bestimmten Rissdichte8 vereinigen sich diese zu einem Makroriss. Es kommt zu einem sprö-
8 Dieser Parameter beinhaltet Anzahl und Größe der Mikrorisse und wird in Abschnitt 8.1.4 näher erklärt.
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den Versagen des Feinbetons. Dies ist Inhalt von Kapitel 9.
Im Sonderforschungsbereich 528 ergaben stichprobenartige Prüfungen einen Mittelwert des Elas-
tizitätsmoduls von etwa 28 400N/mm2, während im SFB 532 in Aachen für einen Feinbeton mit
einer ähnlichen Rezeptur 33 100N/mm2 ermittelt wurden [BROCKMANN 2001]. Für Beispiel-
rechnungen in dieser Arbeit wird Em = 30 000N/mm2 angenommen.
Die Ermittlung der für die Rissbildung bedeutsamen Betonzugfestigkeit gestaltet sich äußerst
schwierig, weshalb oft ersatzweise auf die experimentelle Bestimmung der Biegezugfestigkeit zu-
rückgegriffen wird. Je nach verwendetem Versuchskörper unterscheiden sich Zugfestigkeit und
Biegezugfestigkeit teilweise deutlich. Dabei ist die Biegezugfestigkeit grundsätzlich größer als die
Zugfestigkeit. Bei den im Sonderforschungsbereich verwendeten Mörtelprismen mit einer Höhe
von 4 cm ist ein Unterschied von bis zu 100% möglich [JESSE 2004]. Im Rahmen dieser Arbeit
wird für Beispielrechnungen für den Feinbeton eine Zugfestigkeit von σmu = 5N/mm2 ange-
setzt.
3.3 Der Verbund zwischen Roving und Matrix
Dem Verbund zwischen Roving bzw. Filament und Feinbetonmatrix kommt eine besondere, wenn
nicht gar die herausragende Bedeutung zu. Mikromechanische Untersuchungen zeigen, dass sich
das Ablösen zwischen Glasroving (bzw. Glasfilament) und der umgebenden Betonmatrix in einer
Schicht aus porösem Zement geringerer Festigkeit vollzieht, die sich während des Herstellungs-
prozesses zwischen den beiden Materialien bildet (Abb. 3.4(a)). Dies führt zur Modellvorstellung
einer sich zwischen Faser und Matrix befindenden Interfaceschicht mit einer von null verschiede-
nen Dicke. Da man im allgemeinen unter Interface eine Kontaktfläche der Dicke null versteht,
soll diese Schicht mit Interphase bezeichnet werden (Abb. 3.4(b)).
Kommt es infolge einer Rissbildung im Feinbeton zu einer gegenseitigen Verschiebung zwischen
Faser und Matrix, so wird diese aus physikalisch-mechanischer Sicht als Schubdeformation in
der Interphase und nicht als Verschiebungssprung im Interface betrachtet. Im Gegensatz zu den
Haftbedingungen zwischen zwei starr verbundenen Körpern, wo Schubspannungen auch ohne Re-
lativverschiebung auftreten können, wird hier angenommen, dass Schubspannungen immer mit
einer Relativverschiebung (im Folgendem als Schlupf bezeichnet) zwischen Faser und Matrix ver-
bunden sind. Das Material der Interphase verhält sich nicht bis zum vollständigen Versagen li-
 mm poröse
Zement-
 schicht
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Feinbetonmatrix
(a) Mikroskopische Aufnahme
eines eingebetteten Roving
Matrix
Interphase
Roving (bzw. Filament)
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Abbildung 3.4: Verbund zwischen Roving und Feinbetonmatrix
near elastisch. Vielmehr kommt es ab einer bestimmten Beanspruchung zur Entstehung und zum
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Wachstum von Mikrodefekten wie Mikrorissen und Poren; eine teilweise Schädigung der Inter-
phase setzt ein. Ab einer bestimmten Größe der Beanspruchung vereinigen sich die Mikrodefekte
zu einem Makroriss in der Interphase; die Faser hat sich vollständig von der Matrix abgelöst. Der
Bereich, in dem sich diese Schädigung bis zur vollständigen Zerstörung des Verbundes vollzieht,
wird als Rissprozesszone bezeichnet. Mit der Unterscheidung in einen teilweise geschädigten und
einen vollständig zerstörten (abgelösten) Bereich lässt sich eine reale Rissspitze und eine fiktive
Rissspitze definieren. Abbildung 3.5 zeigt die sich nach einer Matrixrissbildung mit einhergehen-
dem Faserauszug einstellenden Schädigungsbereiche. Während im teilweise geschädigten Bereich
Matrix
Interphase
Matrixriss
fiktive Rissspitze
Matrix
Roving
Interphase
Querschnitt:
teilweise Schädigung
der Interphase
vollständige Zerstörung
der Interphase
reale Rissspitze
Roving (bzw. Filament)
Abbildung 3.5: Schädigung der Interphase beim Rovingauszug
die Schubspannungs-Übertragung durch Adhäsion überwiegt, werden im abgelösten Bereich nur
noch Schubspannungen durch Reibung übertragen.
Dieses mechanische Verhalten der Interphase lässt sich über eine entsprechende Schubspannungs-
Schlupf-Beziehung für ein gedachtes Interface abbilden, was ausführlich in Abschnitt 10 unter-
sucht wird. Die Schubdeformation der Interphase wird als „projiziert“ auf einen von der Schub-
spannung abhängigen Verschiebungssprung (Schlupf) im Interface angenommen angesetzt.
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II Linear elastische Modellierung von Textilbeton ohne Berück-
sichtigung von Schädigung und Versagen
4 Allgemeines
In diesem Kapitel sollen RVEs untersucht werden, die aus einer homogenen, linear elastischen
Matrix M und linear elastischen Einschlüssen Ωα bestehen. Elastizitätstensor und Nachgiebig-
keitstensor sind mit C und D bezeichnet. Ein typischer elastischer Einschluss Ωα (Abb. 4.1) hat
die elastischen Materialeigenschaften Cα bzw. Dα. Das Hauptziel dieses Kapitels besteht in der
Bestimmung des mittleren (effektiven) Elastizitätstensors C und des mittleren (effektiven) Nach-
giebigkeitstensors D des RVE mittels Homogenisierung. C und D werden als elastische Materi-
alparameter im makroskopischen Materialgesetz verwendet. Eine wichtige Rolle spielt hierbei das
Konzept der Eigendehnungen und Eigenspannungen. Auf den Spezialfall einer unendlich ausge-
dehnten, linear elastischen und homogenen Matrix mit einem einzelnen elliptischen Einschluss
Ω wird hier die für die Mikromechanik bedeutende Lösung von ESHELBY (1957) angewandt
[ESHELBY 1957]. Diese Lösung spielt eine wichtige Rolle bei der Untersuchung des faserbewehr-
ten Feinbetons im ungeschädigten Zustand, da die Geometrie der Fasern einen Spezialfall des
Ellipsoids darstellt und der Bewehrungsgrad meist relativ gering ist.
Betrachtet wird ein RVE mit dem Volumen V und dem Rand ∂V , das aus einer elastischen Matrix
(Tensoren C, D) mit n elastischen Mikroeinschlüssen (Tensoren Cα, Dα, α = 1, 2, ..., n) besteht
(Abb. 4.1). Der Verbund zwischen den Einschlüssen und der Matrix wird als starr und ungeschä-
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Abbildung 4.1: Verschiedene Einschlüsse Ωα in einem elastischen Körper V
digt vorausgesetzt. Die Matrix und die Einschlüsse müssen bei ESHELBY jeweils homogen, aber
nicht zwangsläufig isotrop sein. Im Allgemeinen ist die mittlere (effektive) elastische Antwort des
RVE anisotrop, auch wenn die einzelnen Bestandteile isotrop sind. Dies hängt von der Geometrie
und der Anordnung der Einschlüsse ab. Nachfolgend werden die zwei wesentlichen Fälle ma-
kroskopischer Randbedingungen, also vorgeschriebene Makrospannungen bzw. vorgeschriebene
Makroverzerrungen, behandelt, wobei das Prinzip der äquivalenten Eigendehnungen und Eigen-
spannungen zur Homogenisierung angewandt wird.
44 5 Homogenisierung elastischer Matrixmaterialien mit elastischen Einschlüssen
5 Homogenisierung elastischer Matrixmaterialien mit elastischen Ein-
schlüssen
5.1 Vorgeschriebene Makrospannungen
Soll für ein RVE eine konstante, makroskopische Spannung Σ = σ0 vorgeschrieben werden, so
erfolgt dies über die Vorgabe der zu σ0 kompatiblen Randspannung t0:
t0 = n · σ0 auf ∂V, (5.1)
siehe auch Abb. 5.1.
t 0 = n ¢ ¾0
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Abbildung 5.1: Elastische Einschlüsse bei vorgegebener Makrospannung
Wird eine entsprechend Gl. (5.1) definierte Randspannung vorgeschrieben, kann man von einer
sogenannten homogenen Randbedingung sprechen. Unter homogenen Randbedingungen sol-
len solche Randbedingungen verstanden werden, die in einem homogenen Material homogene,
d.h. ortsunabhängige Spannungs- und Verzerrungsfelder erzeugen. Neben der hier betrachteten
Randspannung t0 erfüllt auch die im Abschnitt 5.2 untersuchte lineare Randverschiebung u0 die-
se Bedingung. Mit dem Nachgiebigkeitstensor D der Matrix lässt sich eine konstante Verzerrung
ε0 derart definieren, dass sie genau der elastischen Antwort des homogenen, nur aus der Matrix
bestehenden RVE entspricht:
ε0 = D : σ0. (5.2)
Aufgrund der tatsächlich vorhandenen Heterogenität sind aber weder die Spannungen noch die
resultierenden Verzerrungen im RVE ortsunabhängig. Das tatsächliche Spannungs- und Verzer-
rungsfeld σ(x) und ε(x) lässt sich ausdrücken als Summe aus den homogenen, ortsunabhängigen
Größen σ0 und ε0 und einem ortsabhängigen „Störfeld“ σs(x) bzw. εs(x), das die Fluktuationen
in den elastischen Feldern infolge der Inhomogenitäten beschreibt:
σ(x) = σ0 + σs(x) und ε(x) = ε0 + εs(x). (5.3)
Mit den Elastizitätsgesetzen lassen sich das Spannungs- und Verzerrungsfeld für die Matrix und
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die Einschlüsse auch formulieren über
σ(x) = σ0 + σs(x) =
{
C : ε(x) = C : [ε0 + εs(x)]
Cα : ε(x) = Cα : [ε0 + εs(x)]
in M = V − Ω
in Ωα
(5.4a)
ε(x) = ε0 + εs(x) =
{
D : σ(x) = D : [σ0 + σs(x)]
Dα : σ(x) = Dα : [σ0 + σs(x)]
in M = V − Ω
in Ωα,
(5.4b)
wobei
Ω ≡
n⋃
α=1
Ωα. (5.5)
die Gesamtheit aller Mikroeinschlüsse Ωα darstellt.
Mit der im Abschnitt 2.3 betrachteten Mittelwertbildung folgt aus Gl. (5.1)
σ ≡ 〈σ〉 = σ0. (5.6)
Der Mittelwert der Verzerrungen berechnet sich aus
ε ≡ 〈ε〉 = 〈ε0 + εs〉, (5.7)
wobei im Allgemeinen 〈εs〉 = 0 gilt. Während also der Mittelwert der Spannungen über das
RVE der makroskopisch vorgeschriebenen Spannung gleich ist, wird die resultierende mittlere
Verzerrung nicht identisch mit der in Gl. (5.2) angegebenen homogenen Verzerrungsantwort. Ziel
ist es, den mittleren Nachgiebigkeitstensor D, definiert über
ε = D : σ = D : σ0 (5.8)
zu bestimmen. Mit der Definition der Volumenmittel lassen sich die mittleren Verzerrungen εα in
den Einschlüssen Ωα und der Matrix εm schreiben als
εα ≡ 〈ε〉α = 1
Ωα
∫
Ωα
ε(x) dV und (5.9a)
εm ≡ 〈ε〉m = 1
M
∫
M
ε(x) dV. (5.9b)
Analog erfolgt die Mittelwertbildung über die Spannungen. Damit ergibt sich aus Gl. (5.4b)
εα = Dα : σα Σ| und (5.10a)
εm = D : σm. (5.10b)
Die mittlere Verzerrung über das gesamte RVE lässt sich aufspalten in den Volumenmittelwert
über die Matrix und die Summe der mittleren Verzerrungen in den Einschlüssen:
ε =
1
V
∫
V
ε(x) dV =
1
V
∫
M
ε(x) dV +
1
V
n∑
α=1
∫
Ωα
ε(x) dV
=
M
V
εm +
Ωα
V
n∑
α=1
εα
=
M
V
εm +
n∑
α=1
fαε
α, (5.11)
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mit dem Volumenanteil der Einschlüsse:
fα =
Ωα
V
. (5.12)
Damit kann mit Hilfe des Materialgesetzes, Gln. (5.8), (5.10a), (5.10b), geschrieben werden:
M
V
εm = ε−
n∑
α=1
fαε
α,
M
V
D : σm = D : σ0 −
n∑
α=1
fαD
α : σα. (5.13)
Da die vorgeschriebene konstante Spannung σ0 eines RVE sich aus der mittleren Matrixspannung
und den mittleren Spannungen in den Einschlüssen zusammensetzt, kann auch für die mittlere
Spannung eine Aufspaltung analog Gl. (5.11) vorgenommen werden:
σ ≡ 〈σ〉 = σ0 = 1
V
∫
V
σ(x) dV =
1
V
∫
M
σ(x)dV +
1
V
n∑
α=1
∫
Ωα
σ(x)dV
=
M
V
σm +
n∑
α=1
fασ
α, (5.14a)
M
V
σm = σ0 −
n∑
α=1
fασ
α. (5.14b)
Mit Gl. (5.13) folgt aus Gl. (5.14b)
M
V
D : σm = D :
(
σ0 −
n∑
α=1
fασ
α
)
= D : σ0 −
n∑
α=1
fαD
α : σα (5.15)
und nach Umformung
(
D−D) : σ0 =
n∑
α=1
fα (D−Dα) : σα, (5.16a)
bzw. dargestellt als Volumenmittel der Spannungen in einem Einschluss α
(
D−D) : σ0 =
n∑
α=1
fα (D−Dα) : 〈σ0 + σs〉α. (5.16b)
Gleichung ( 5.16a) (bzw. (5.16b)) stellt ein mechanisch exaktes Ergebnis dar und definiert den
mittleren Nachgiebigkeitstensor D in Abhängigkeit des Mittelwertes der Spannungen im Ein-
schluss. Hierfür ist keine Information über das Spannungsfeld innerhalb des Einschlusses erfor-
derlich, sondern es wird nur der jeweilige Mittelwert im Einschluss benötigt.
Da sich das System linear elastisch verhält, sind die Störungen σs(x) und εs(x) infolge der Ein-
schlüsse im Spannungs- bzw. Verzerrungsfeld lineare, homogene Funktionen der vorgeschriebenen
konstanten Makrospannung Σ = σ0. Somit lässt sich ein konstanter (unabhängig von der makro-
skopischen Belastung) Materialtensor vierter Stufe Hα für einen Einschluss α in folgender Weise
einführen:
(Dα −D) : 〈σ0 + σs〉α ≡ (Dα −D) : σα := Hα : σ0 Σ| , (5.17a)
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bzw. mit Anwendung des Elastizitätsgesetzes für den Einschluss
〈ε0 + εs〉α −D : 〈σ0 + σs〉α ≡ εα −D : σα := Hα : σ0 Σ| . (5.17b)
Hα beschreibt also die Änderung der mittleren Dehnung in Ωα, wenn man das Material im Ein-
schluss mit der Nachgiebigkeit Dα durch das Matrixmaterial mit der Nachgiebigkeit D ersetzen
würde. Mit dem so definierten Hα können die Gln. (5.16a) bzw. (5.16b) umgeformt und nach dem
mittleren Nachgiebigkeitstensor D aufgelöst werden:
D = D +
n∑
α=1
fαH
α. (5.18)
Das Ergebnis in Gl. (5.18) ist exakt für das zugrunde liegende Modell und gilt sowohl für un-
endliche, als auch für endlich ausgedehnte RVEs. Es gibt keine Einschränkungen in Geometrie
oder Verteilung der Einschlüsse. Die einzig notwendigen Voraussetzungen sind eine homogene,
linear elastische Matrix und Einschlüsse, sowie ein perfekter Verbund zwischen diesen. Erst zur
Bestimmung der Komponenten von Hα müssen einige Annahmen und Vereinfachungen eingeführt
werden.
5.2 Vorgeschriebene Makroverzerrungen
Wird anstelle einer Spannung eine konstante, makroskopische Verzerrung E = ε0 über das RVE
vorgeschrieben, so geschieht dies über ein lineares Verschiebungsfeld u0 auf dem Rand des RVE
(Abb. 5.2):
u0 = x · ε0 auf ∂V. (5.19)
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Abbildung 5.2: Elastische Einschlüsse bei vorgegebener Makroverzerrung
Analog zu Gl. (5.2) wird eine Spannung σ0 definiert, die der Spannungsantwort des RVE unter der
Annahme, dass dieses nur aus der Matrix besteht, entspricht:
σ0 = C : ε0. (5.20)
Infolge der Inhomogenitäten kommt es jedoch zu einer Störung der sonst über das RVE konstanten,
elastischen Felder. Genau wie in Gl. (5.3) können Spannung und Verzerrung in einen ortsunabhän-
gigen (homogenen) und einen ortsabhängigen Anteil aufgespalten werden:
σ(x) = σ0 + σs(x) und ε(x) = ε0 + εs(x). (5.21)
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Unter Verwendung des Elastizitätsgesetzes gelten die selben Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen
wie in Gl. (5.4). Da die makroskopische Verzerrung ε0 durch die Randbedingung (5.19) vorge-
schrieben wird, muss zwangsläufig die mittlere Verzerrung ε des RVE gleich der makroskopischen
Verzerrung sein:
ε ≡ 〈ε〉 = 〈ε0 + εs〉 = ε0. (5.22)
Die „Störverzerrung“ εs(x) muss also im Mittel über das RVE wieder verschwinden. Demgegen-
über ist die mittlere Spannung σ des RVE im Allgemeinen nicht identisch mit der in Gl. (5.20)
definierten homogenen Spannung σ0:
σ ≡ 〈σ〉 = 〈σ0 + σs〉, (5.23)
d.h. der Mittelwert der „Störspannungen“ σs(x) über das RVE ist nicht gleich null: 〈σs〉 = 0. Der
mittlere Elastizitätstensor C ist definiert durch
σ = C : ε = C : ε0. (5.24)
Als Schlussfolgerung aus den Ausführungen im Abschnitt 5.1 ist die mittlere Spannung σ im RVE
die Summe der über den Volumenanteil gewichteten mittleren Spannungen in der Matrix M und
den Einschlüssen Ωα:
σ ≡ 〈σ〉 = 1
V
∫
V
σ(x) dV =
1
V
∫
M
σ(x)dV +
1
V
n∑
α=1
∫
Ωα
σ(x)dV
=
M
V
σm +
Ωα
V
n∑
α=1
σα
=
M
V
σm +
n∑
α=1
fασ
α. (5.25)
Das Einsetzen der konstitutiven Beziehungen für die Matrix (σm = C : εm) und die Einschlüsse
(σ α = Cα : εα) sowie den Mittelwert über das gesamte RVE (Gl. (5.24)) liefert:
C : ε0 =
M
V
C : εm +
n∑
α=1
fαC
α : εα. (5.26)
Da die mittlere Verzerrung ε im RVE identisch sein muss der vorgeschriebenen Makroverzerrung
ε0 (Gl. (5.22)), kann die mittlere Verzerrung εm der Matrix eliminiert werden mit
ε ≡ 〈ε〉 = ε0 = 1
V
∫
V
ε(x) dV =
1
V
∫
M
ε(x)dV +
1
V
n∑
α=1
∫
Ωα
ε(x)dV,
=
M
V
εm +
n∑
α=1
fαε
α, (5.27a)
M
V
εm = ε0 −
n∑
α=1
fαε
α. (5.27b)
Eingesetzt in Gl. (5.26) folgt daraus:
C : ε0 = C :
(
ε0 −
n∑
α=1
fαε
α
)
+
n∑
α=1
fαC
α : εα,
(
C−C) : ε0 =
n∑
α=1
fα (C−Cα) : εα, (5.28a)
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bzw. ausgedrückt durch das Volumenmittel:
(
C−C) : ε0 =
n∑
α=1
fα (C−Cα) : 〈ε0 + εs〉α. (5.28b)
Auch das Ergebnis von Gl. (5.28a) (bzw. Gl. (5.28b)), welches eine Möglichkeit zur Berechnung
des in Gl. (5.24) definierten mittleren Elastizitätstensors C des RVE bereitstellt, ist exakt. Das
entscheidende Problem bei der Umsetzung dieser Gleichung ist die Berechnung der mittleren Ver-
zerrungen εα in den Inhomogenitäten (Einschlüssen). Analog zu den Gln. (5.17) kann aufgrund
der Linearität des elastischen Problems ein weiterer konstanter Materialtensor Jα vierter Stufe ein-
geführt werden, der die Änderung der mittleren Dehnung in Ωα beschreibt, wenn man bei einer
vorgeschriebenen Makroverzerrung ε0 das Material des Einschlusses durch Matrixmaterial erset-
zen würde:
(Dα −D) : 〈σ0 + σs〉α ≡ (Dα −D) : σα := Jα : ε0 Σ| , (5.29a)
bzw. mit Anwendung des Elastizitätsgesetzes σ α = Cα : εα für den Einschluss
〈ε0 + εs〉α −D : 〈σ0 + σs〉α ≡ εα −D : σα := Jα : ε0 Σ| . (5.29b)
Einsetzen von Gl. (5.29a) in Gl. (5.28a) bzw. Gl. (5.28b) liefert wegen der beliebigen Wählbarkeit
der ε0:
C = C−
n∑
α=1
fαC : J
α = C :
(
1(4) −
n∑
α=1
fαJ
α
)
. (5.30)
Auch dieses Ergebnis ist exakt für beliebige, aus einer linear elastischen Matrix und linear elasti-
schen Einschlüssen bestehende RVEs.
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In den vorangegangenen Abschnitten wurden heterogene RVEs, bestehend aus einer Matrix M
und n Einschlüssen Ωα, betrachtet, deren Ränder durch homogene Randspannungen t0 infolge
einer vorgeschriebenen Makrospannung oder durch homogene Verschiebungen u0 infolge einer
vorgeschrieben Makroverzerrung belastet waren. Im Folgenden wird nun ein endlich ausgedehn-
tes, linear elastisches, homogenes Gebiet V aus der Matrix M mit dem Elastizitätstensor C und
dem Nachgiebigkeitstensor D betrachtet, das diesmal jedoch nur einen einzigen linear elastischen,
homogenen Einschluss Ω beliebiger Geometrie mit dem Elastizitäts- und Nachgiebigkeitstensoren
CΩ und DΩ enthält. Dabei müssen Matrix und Einschluss nicht zwangsläufig isotrop sein. Das
Gesamtvolumen V ist mit ∂V und die Matrix M = V − Ω mit ∂V + ∂ΩM umrandet (Abb. 5.3).
Der Körper wird auf seinem Rand ∂V entweder durch die Randspannungen
t0 = n · σ0 auf ∂V, (5.31)
die zu der gleichförmigen Spannung σ0 = (σ0)T = konst. gehören oder durch eine zu der gleich-
förmigen Dehnung ε0 = (ε0)T = konst. gehörende Randverschiebungen
u0 = x · ε0 auf ∂V (5.32)
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Abbildung 5.3: Einzelner Einschluss Ω in einer Matrix M mit vorgeschriebenen Randbelastungen
beansprucht. Die Randbedingungen Gln. (5.31) und 5.32) beschreiben zwei verschiedene Proble-
me, die sich im Allgemeinen gegenseitig ausschließen und separat untersucht werden müssen.
Wäre das RVE über sein gesamtes Volumen homogen, dann wären bei Vorgabe von Randspannun-
gen auf ∂V auch das Spannungsfeld und das zugehörige Verzerrungsfeld im gesamten Volumen
homogen. Die entsprechenden Feldgrößen wären σ0 und ε0 = D : σ0. Analog dazu würden
sich bei Vorgabe der oben genannten Randverschiebungen ein gleichförmiges Verzerrungsfeld und
ein zugehöriges gleichförmiges Spannungsfeld mit den Größen ε0 und σ0 = C : ε0 einstellen.
Durch das Vorhandensein eines Einschlusses Ω mit einem abweichenden elastischen Materialver-
halten werden jedoch diese homogenen Spannungs- bzw. Verzerrungsfelder gestört. Spannungs-
bzw. Verzerrungsfeld setzen sich jetzt aus dem homogenen Anteil und einem Störanteil zusammen
(siehe auch Gln. (5.3) bzw. (5.21)):
σ(x) = σ0 + σs(x) und ε(x) = ε0 + εs(x). (5.33)
Somit lautet das HOOKEsche Gesetz für Matrix und Einschluss:
σ(x) =
{
C : (ε0 + εs(x))
CΩ : (ε0 + εs(x))
in M = V − Ω
in Ω, (5.34a)
ε(x) =
{
D : (σ0 + σs(x))
DΩ : (σ0 + σs(x))
in M = V − Ω
in Ω. (5.34b)
5.3.1 Äquivalente Eigendehnungen
In diesem Abschnitt soll dargestellt werden, wie ein eigentlich inhomogener (heterogener) Körper
mittels des „Prinzips der äquivalenten Eigendehnungen“ durch einen homogenen Körper ersetzt
werden kann, der im gesamten Gebiet – einschließlich Ω – die elastischen Eigenschaften des Ma-
trixmaterials besitzt. Um die Störungen im Spannungs- und Verzerrungsfeld abzubilden, wird dem
Gebiet Ω eine zusätzliche Eigendehnung ε∗(x) aufgezwungen. Diese Eigendehnung wird so ge-
wählt, dass der äquivalente homogene Körper das gleiche Spannungs- bzw. Verzerrungsfeld besitzt
wie der tatsächliche inhomogene Körper unter den aufgebrachten Randspannungen bzw. Randver-
schiebungen (Abb. 5.4).
Das Eigendehnungsfeld ist wie in folgender Gleichung definiert:
ε∗(x) =
{
0 in M
ε∗(x) in Ω. (5.35)
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Abbildung 5.4: Definition eines äquivalenten, homogenen RVE mit einer äquivalenten Eigendeh-
nung bei vorgeschriebenen Randspannungen
Da bei dem äquivalenten Problem für das gesamte Gebiet V der Elastizitätstensor C gilt, ergibt
sich das Verzerrungsfeld
ε(x) = ε0 + εs(x) (5.36a)
und das zugeordnete Spannungsfeld
σ(x) = C : (ε(x)− ε∗(x)) =
{
C : (ε0 + εs(x)) in M
C : (ε0 + εs(x)− ε∗(x)) in Ω. (5.36b)
Aus Gl. (5.36b) folgt mit Gl. (5.33)
σ(x) = C :
(
ε0 + εs(x)− ε∗(x)) = C : ε0 + C : (εs(x)− ε∗(x))
= σ0 + C : (εs(x)− ε∗(x)) = σ0 + σs(x) (5.37)
und daraus das Störspannungsfeld, ausgedrückt über die Eigendehnung
σs(x) = C : (εs(x)− ε∗(x)) . (5.38)
5.3.2 Äquivalente Eigenspannungen
Im vorangegangenen Abschnitt wurde betrachtet, wie ein heterogener, linear elastischer Körper,
bestehend aus der Matrix M und einem einzelnen Einschluss Ω mit anderen elastischen Eigen-
schaften, durch Einführung einer geeigneten Eigendehnung homogenisiert werden kann. Anstelle
einer Eigendehnung ε∗(x) könnte zur Homogenisierung auch eine Eigenspannung σ∗(x)
σ∗(x) =
{
0 in M
σ∗(x) in Ω. (5.39)
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eingeführt werden. Auch bei diesem alternativen Problem, das analog zu Abschnitt 5.3.1 behandelt
werden kann, ist der Elastizitätstensor im gesamten Gebiet einschließlich in Ω konstant. Damit
ergeben sich folgende Verzerrungs- bzw. Spannungsfelder:
ε(x) = ε0 + εs(x) = D : σ0 + εs(x) (5.40)
σ(x) = C : ε(x) + σ∗(x) =
{
C : (ε0 + εs(x)) in M
C : (ε0 + εs(x)) + σ∗(x) in Ω. (5.41)
Die Störspannungen σs(x) und die Störverzerrungen εs(x) müssen bei Beachtung der zur Homo-
genisierung eingeführten äquivalenten Eigenspannung die Beziehungen
σs(x) = C : εs(x) + σ∗(x) bzw. εs(x) = D : (σs(x)− σ∗(x)) in V (5.42)
erfüllen.
5.3.3 Gleichförmige Eigendehnungen und Eigenspannungen
Eine der wichtigsten Grundlösungen der Mikromechanik wurde im Jahre 1957 von ESHELBY
[ESHELBY 1957] vorgestellt. Sie ist eine wesentliche Grundlage für die mikromechanische Mo-
dellierung und die damit verbundene analytische Homogenisierung elastischer und inelastischer
inhomogener Körper. Im Hinblick auf eine detaillierte Herleitung der Lösung sei hier neben auf
ESHELBY selbst auch auf [MURA 1993] und [NEMAT-NASSER & HORI 1993] verwiesen. Die we-
sentlichen Merkmale dieser Grundlösung hinsichtlich der angestrebten Untersuchung inhomoge-
ner RVEs und ihrer Homogenisierung können folgendermaßen zusammengefasst werden:
Ist das Gebiet V − Ω homogen, linear elastisch und unendlich ausgedehnt und der Einschluss Ω
ein Ellipsoid, dann gilt Folgendes:
• Die äquivalente Eigendehnung ε∗(x) in Ω, die für die Homogenisierung eingeführt werden
muss, ist konstant in Ω:
ε∗(x) = ε∗ in Ω. (5.43)
• Die resultierenden Störungsfelder εs(x) und σs(x) sind ebenfalls gleichförmig in Ω:
εs(x) = εs und σs(x) = σs in Ω. (5.44)
• Das Störverzerrungsfeld im Einschluss ist gegeben als
εs = SΩ : ε∗ in Ω, (5.45)
wobei SΩ der sogenannte ESHELBY-Tensor vierter Stufe ist.
• SΩ ist symmetrisch in den beiden vorderen und hinteren Indizes (Untersymmetrien)
SΩijkl = S
Ω
jikl = S
Ω
ijlk, (5.46)
aber nicht hinsichtlich einer Vertauschung der vorderen und hinteren Indizes (Hauptsymme-
trie)
SΩijkl = SΩklij. (5.47)
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• SΩ ist abhängig von der Form des Einschlusses (Achsenverhältnis a1 : a2 : a3 des Ellipso-
ids), aber nicht von seiner absoluten Größe (V − Ω ist unendlich ausgedehnt).
• SΩ ist unabhängig von den Materialeigenschaften im Einschluss und wird nur durch die
elastischen Größen der umgebenden Matrix M beeinflusst.
• Ist die umgebende Matrix isotrop, hängt SΩ nur von der Querdehnzahl des Matrixmaterials
und dem Längenverhältnis des Ellipsoids Ω ab.
Sind die Eigendehnung ε∗ bzw. das resultierende Störungsfeld εs konstant in Ω, so sind dies auch
die zugehörige Eigenspannung σ∗ bzw. das Störungsfeld σs. Somit kann auch für die Eigenspan-
nungen ein Tensor TΩ vierter Stufe eingeführt werden, sodass gilt:
σs = TΩ : σ∗ in Ω. (5.48)
Der Tensor TΩ hat die gleichen Symmetrieeigenschaften wie SΩ. Für die Untersymmetrien gilt
TΩijkl = T
Ω
jikl = T
Ω
ijlk, (5.49a)
und wie für SΩ ist die Hauptsymmetrie nicht erfüllt:
TΩijkl = TΩklij. (5.49b)
Beide Tensoren stehen untereinander in einem festen Zusammenhang, jedoch ist nicht einfach TΩ
die Inverse von SΩ. Die Summation der beiden Gleichungen (5.38) und (5.42) liefert die Bezie-
hungen zwischen Eigendehnung und Eigenspannung in Ω
0 = σ∗ + C : ε∗ und damit auch (5.50a)
0 = ε∗ + D : σ∗. (5.50b)
Weiter folgen aus Gl. (5.38) mit (5.48) und (5.50a)
σs = C : (εs − ε∗),
D : σs = εs − ε∗,
D : TΩ : σ∗ = SΩ : ε∗ − ε∗,
D : TΩ : (−C : ε∗) = (SΩ − 1(4)) : ε∗ (5.51)
die Beziehung zwischen den beiden Tensoren SΩ und TΩ
SΩ = 1(4) −D : TΩ : C. bzw. mit D = C−1 (5.52a)
TΩ = 1(4) −C : SΩ : D (5.52b)
In Indexschreibweise lauten die beiden eben abgeleiteten Beziehungen zwischen TΩ und SΩ
SΩijkl =
1
2
(δikδjl + δilδjk)−DijpqTΩpqrsCrskl und (5.53)
TΩijkl =
1
2
(δikδjl + δilδjk)− CijpqSΩpqrsDrskl. (5.54)
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Wie in den Gleichungen (5.46) und (5.47) angeführt, ist SΩ und mit Gl. (5.49) auch TΩ nicht voll-
ständig symmetrisch. Es lässt sich jedoch zeigen, dass der ESHELBY-Tensor SΩ und seine konju-
gierte Größe TΩ folgende Symmetriebedingungen erfüllen [NEMAT-NASSER & HORI 1993]:
(
C : SΩ
)T
= C : SΩ bzw. CijmnSΩmnkl = CklmnSΩmnij, (5.55a)(
SΩ : D
)T
= SΩ : D bzw. SΩijmnDmnkl = SΩklmnDmnij, (5.55b)(
D : TΩ
)T
= D : TΩ bzw. DijmnTΩmnkl = DklmnTΩmnij, (5.55c)(
TΩ : C
)T
= TΩ : C bzw. TΩijmnCmnkl = TΩklmnCmnij. (5.55d)
C und D verkörpern die elastischen Materialeigenschaften der den ellipsoidförmigen Einschluss
umgebenden Matrix. Die in den Gleichungen 5.55a bis 5.55d dargestellten Symmetrieeigenschaf-
ten sind ebenfalls noch für die Beurteilung der Symmetrie des mittleren Elastizitäts- und Nachgie-
bigkeitstensors des homogenisierten Materials (Abschnitt 6.4) von Bedeutung.
Ist der gedanklich unbegrenzte Körper V linear elastisch aber anisotrop, kann durch eine
ähnliche Betrachtungsweise wie im isotropen Fall gezeigt werden, dass das Spannungs- und
Verzerrungsfeld in einem ellipsoidförmigen Gebiet Ω ebenfalls homogen ist, wenn in die-
sem Gebiet homogene Eigendehnungen vorgeschrieben werden [NEMAT-NASSER & HORI 1993].
Allerdings ist die Herleitung des ESHELBY-Tensors deutlich aufwändiger als im isotro-
pen Fall, und die Maßzahlen von SΩ lassen sich für die allgemeine Problemstellung nicht
mehr direkt angeben, da kein expliziter Ausdruck für die anisotrope GREENsche Funkti-
on existiert. Eine Zusammenfassung von Ergebnissen für spezielle Sonderfälle finden sich in
[MURA 1993]. So betrachtet WILLIS in [WILLIS 1964] Materialien mit kubischer Symme-
trie, und in [BHARGAVA & RADHAKRISHNA 1963, BHARGAVA & RADHAKRISHNA 1964] fin-
den sich Lösungen für orthotrope Materialien. CHEN untersucht in [CHEN 1967] Medien mit
einer Symmetrieebene. Diese Arbeiten betrachten zweidimensionale Einschlussprobleme und
sind beschränkt auf den ebenen Verzerrungs- bzw. Spannungszustand der Elastizitätstheorie. In
[YANG & CHEN 1976] präsentieren YANG und CHEN eine allgemeine Lösung des ebenen Pro-
blems für Einschlüsse in anisotropen Körpern. Weitere Referenzen zu anisotropen Matrixmateria-
lien finden sich in [MURA 1993], auch für Ansätze zur Bestimmung der elastischen Felder außer-
halb von Ω.
5.3.4 Konsistenzbedingung
Unabhängig davon, ob V endlich (begrenzt) oder unendlich ausgedehnt (unbegrenzt) ist, bzw.,
ob Ω ellipsoidförmig ist oder nicht, gilt: das Spannungs- und Verzerrungsfeld im tatsächlichen
inhomogenen Körper und das im homogenen Ersatzkörper mit einer zum Zwecke der Homogeni-
sierung eingeführten Eigendehnung bzw. Eigenspannung müssen unter den selben aufgebrachten
Belastungen gleich groß sein. Mit den im allgemeinen Fall nicht homogenen Eigendehnungen
ε∗(x) bzw. Eigenspannungen σ∗(x) (auch bei ellipsoidförmigen Einschlüssen in endlich ausge-
dehnten Körpern sind diese Felder in Ω veränderlich) lauten die Konsistenzbedingungen für die
Spannungen gemäß Gln. (5.34a), (5.36b) (die Eigendehnungen und -spannungen außerhalb von Ω
sind null) im Einschluss Ω:
σ(x) = CΩ :
(
ε0 + εs(x)
)
= C :
(
ε0 + εs(x)− ε∗(x)) in Ω (5.56)
und analog dazu nach Gln. (5.34b), (5.40), (5.42)
ε(x) = DΩ :
(
σ0 + σs(x)
)
= D :
(
σ0 + σs(x)− σ∗(x)) in Ω (5.57)
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Beide Gleichungen gelten bei Vorgabe gleichförmiger Randspannungen infolge σ0 bzw. bei Vor-
gabe linearer Verschiebungen infolge ε0 auf dem Rand ∂V . Bei Vorgabe einer Gesamtspannung
σ0 ist ε0 definiert über ε0 = D : σ0 und bei Vorgabe einer Gesamtverzerrung ε0 ist σ0 definiert
über σ0 = C : ε0.
Für die weiteren Ausführungen sollen an dieser Stelle zwei konstante, vierstufige Tensoren AΩ
und BΩ eingeführt werden, die zwischen den tatsächlichen elastischen Feldern des Einschlusses
und den äquivalenten Eigenfeldern vermitteln:
σ(x) = σ0 + σs(x) := BΩ : σ∗(x) und (5.58a)
ε(x) = ε0 + εs(x) := AΩ : ε∗(x) in Ω. (5.58b)
Aus den Konsistenzbedingungen Gln. (5.56) und (5.57) lässt sich nun herleiten, dass AΩ und BΩ
gemäß
AΩ = (C−CΩ)−1 : C und BΩ = (D−DΩ)−1 : D (5.59)
aus den elastischen Eigenschaften von Matrix und Einschluss berechnet werden können.
Die Beziehungen in den Gleichungen (5.59) für die konstanten Tensoren AΩ und BΩ gelten für
homogene, linear elastische Einschlüsse in einer homogenen, linear elastischen Matrix – unabhän-
gig davon, ob der Körper begrenzt ist oder nicht. Ausgedrückt durch die elastischen Eigenschaften
lassen sich auch die Inversen dieser Tensoren in kompakter Form angeben:
(
AΩ
)−1
= 1(4) −D : CΩ und (BΩ)−1 = 1(4) −C : DΩ. (5.60)
Einfache Umformungen führen zu den Beziehungen zwischen den Tensoren
D : CΩ = 1(4) − (AΩ)−1 =
(
1(4) − (BΩ)−1
)−T
bzw. (5.61)
C : DΩ = 1(4) − (BΩ)−1 =
(
1(4) − (AΩ)−1
)−T
, (5.62)
wobei hier der Exponent „−T “ für die Inverse der Transponierten oder die Transponierte der In-
versen steht.
Im Folgenden sollen die dargestellten und allgemein gültigen Konsistenzbedingungen für be-
stimmte Annahmen spezialisiert werden. Der Körper V ist unbegrenzt und der Einschluss Ω ist
ellipsoidförmig. Damit sind die Verzerrungen εs, ε∗ und Spannungen σs, σ∗ (siehe Abschnitt
5.3.3) konstant im Einschluss Ω. Einsetzen von Gl. (5.45) und (5.48) in Gl. (5.58a) und (5.58b)
liefert die äquivalenten Eigendehnungen und Eigenspannungen im Einschluss, abhängig von der
Gesamtverzerrung bzw. Gesamtspannung
ε∗ =
(
AΩ − SΩ)−1 : ε0, (5.63a)
σ∗ =
(
BΩ −TΩ)−1 : σ0 in Ω (5.63b)
und mit den Gleichungen (5.58a), (5.58b) die konstanten Verzerrungen und Spannungen im Ein-
schluss
ε = ε0 + εs = AΩ : ε∗ = AΩ :
(
AΩ − SΩ)−1 : ε0, (5.64a)
σ = σ0 + σs = BΩ : σ∗ = BΩ :
(
BΩ −TΩ)−1 : σ0 in Ω. (5.64b)
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Die Tensorprodukte auf der rechten Seite der Gleichungen (5.64a) und (5.64b) lassen sich auch
über die Elastizitätstensoren und den ESHELBY-Tensor ausdrücken. Da diese Beziehungen im
Rahmen dieser Arbeit häufiger verwendet werden sollen, seien sie an dieser Stelle explizit an-
gegeben:
AΩ :
(
AΩ − SΩ)−1 =
(
1(4) − SΩ : (AΩ)−1
)−1
,
=
(
1(4) − SΩ : (1(4) −D : CΩ))−1 , (5.65a)
BΩ :
(
BΩ −TΩ)−1 =
(
1(4) −TΩ : (BΩ)−1
)−1
,
=
(
1(4) −TΩ : (1(4) −C : DΩ))−1 bzw. (5.65b)
(
AΩ − SΩ) : (AΩ)−1 = 1(4) − SΩ : (1(4) −D : CΩ), (5.65c)
(
BΩ −TΩ) : (BΩ)−1 = 1(4) −TΩ : (1(4) −C : DΩ). (5.65d)
Mit den konstitutiven Beziehungen für den Einschluss
σ = CΩ : ε und ε = DΩ : σ in Ω (5.66)
und mit den durch entsprechende Randbedingungen auf das RVE aufgebrachten homogenen Felder
σ0 = C : ε0 und ε0 = D : σ0 (5.67)
sowie mit Gl. (5.59) lassen sich die Verzerrungen im Einschluss auch wie folgt formulieren:
σ = CΩ : AΩ : ε∗ = CΩ : AΩ :
(
AΩ − SΩ)−1 : ε0 (5.68a)
= CΩ :
(
1(4) − SΩ : (1(4) −D : CΩ))−1 : ε0 (5.68b)
= CΩ :
(
1(4) − SΩ : (1(4) −D : CΩ))−1 : D : σ0 in Ω (5.68c)
und analog dazu die Verzerrungen:
ε = DΩ : BΩ : σ∗ = DΩ : BΩ :
(
BΩ −TΩ)−1 : σ0 (5.68d)
= DΩ :
(
1(4) −TΩ : (1(4) −C : DΩ))−1 : σ0 (5.68e)
= DΩ :
(
1(4) −TΩ : (1(4) −C : DΩ))−1 : C : ε0 in Ω. (5.68f)
Wegen der Gleichheit der Spannungen σ bzw. der Verzerrungen ε in den Gleichungen (5.64a),
(5.64b) sowie (5.68a), (5.68d) müssen die Tensoren AΩ, SΩ bzw. BΩ, TΩ untereinander die Be-
ziehungen
CΩ : AΩ :
(
AΩ − SΩ)−1 : D = BΩ : (BΩ −TΩ)−1 sowie (5.69a)
DΩ : BΩ :
(
BΩ −TΩ)−1 : C = AΩ : (AΩ − SΩ)−1 (5.69b)
erfüllen, welche im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch benötigt werden.
5.3.5 Hohlräume als Sonderfall elastischer Einschlüsse
Wie im Abschnitt 3.1 erläutert, überträgt der Roving nur Zug in seiner Längsrichtung. Gegenüber
allen anderen Beanspruchungen wirkt er steifigkeitsverringernd, also wie ein „Loch“ in der Feinbe-
tonmatrix. Aus diesem Grund sollen an dieser Stelle einige Bemerkungen zur mikromechanische
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Modellierung von Hohlräumen vorgenommen werden. Desweiteren sind Risse auch eine Form von
Hohlräumen.
Zur Ermittlung effektiver Materialparameter für elastische Körper mit Hohlräumen bieten sich
zwei Möglichkeiten an. Einerseits kann auf existierende, geschlossene Lösungen für das elasti-
sche Feld außerhalb von Hohlräumen (zum Beispiel für Platten mit kreisförmigen Löchern, Kör-
per mit kugelförmigen Hohlräumen, aber auch für Risse) zurückgegriffen werden, anderseits lässt
sich diese Problemstellung auch als Sonderfall der in den vorangegangenen und nachfolgenden
Abschnitten dargestellten Homogenisierung auf Basis äquivalenter Eigendehnungen (oder Eigen-
spannungen) betrachten, was Inhalt dieses Abschnittes ist.
Während sich die mittlere Verzerrung des gesamten Gebietes aus der Summe der mittleren Verzer-
rungen in der Matrix und in den Einschlüssen Ωα zusammensetzt (vgl. Gl. (5.11))
ε =
M
V
εm +
n∑
α=1
fαε
α, (5.70)
ist bei Hohlräumen wegen
σ(x) = 0 in Ωα (5.71)
die mittlere Spannung des RVE allein durch die mittlere Matrixspannung gegeben (vgl. Gl. (5.25))
σ =
M
V
σm. (5.72)
Der ESHELBY-Tensor bleibt unbeeinflusst, da er nicht von den elastischen Eigenschaften des Ein-
schlusses abhängt. Für einen Hohlraum Ω mit CΩ = 0 folgt für die in Gl. (5.59) definierten
konstanten Tensoren AΩ und BΩ:
AΩ = 1(4) und BΩ = 0. (5.73)
Demnach gilt für die Spannungs- und Verzerrungsfelder nach Gl. (5.58a) und (5.58b)
σ(x) = 0 : σ∗(x), (5.74a)
ε(x) = 1(4) : ε∗(x) = ε∗(x) in Ω. (5.74b)
Wird im homogenen Ersatzmaterial (der Hohlraum ist gedanklich mit der Matrix gefüllt) zur Ein-
haltung der Äquivalenz der elastischen Felder eine äquivalente Eigenspannung σ∗(x) im Gebiet Ω
eingeführt, so müsste diese theoretisch unendlich groß sein, um die Konsistenzbedingung
ε(x) = DΩ : σ(x) = D : (σ(x)− σ∗(x)) in Ω (5.75)
wegen DΩ =
(
CΩ
)−1
= 0−1 zu erfüllen (vgl. Gl. (5.57)). Bei Einführung einer äquivalenten
Eigendehnung ε∗(x) im homogenen Ersatzgebiet Ω muss diese identisch sein mit der (noch unbe-
kannten) tatsächlich vorhandenen, elastischen Gesamtverzerrung ε(x), sodass die Konsistenzbe-
dingung gemäß Gl. (5.56) erfüllt ist:
σ(x) = CΩ : ε(x) = C : (ε(x)− ε∗(x)) = 0 in Ω, (5.76)
womit auch die Bedingung für Hohlräume Gl. (5.71) erfüllt ist.
58 5 Homogenisierung elastischer Matrixmaterialien mit elastischen Einschlüssen
5.3.6 Betrachtungen zu den Tensoren vierter Stufe HΩ und JΩ
Neben den im Abschnitt 5.3.4 definierten Tensoren AΩ und BΩ, die zwischen den tatsächlichen
elastischen Feldern im Einschluss und den äquivalenten Eigenfeldern vermitteln, sollen hier die
beiden Tensoren HΩ und JΩ, die bereits in Gl. (5.17) und (5.29) für Einschlüsse beliebiger Geo-
metrie in begrenzten oder unbegrenzten Matrix-Gebieten definiert wurden, noch etwas eingehender
betrachtet werden. Für einen Einschluss Ω lauten die Beziehungen
HΩ : σ0 = εΩ −D : σΩ = 〈ε〉Ω −D : 〈σ〉Ω und (5.77)
JΩ : ε0 = εΩ −D : σΩ = 〈ε〉Ω −D : 〈σ〉Ω in Ω. (5.78)
Je nachdem, ob die Spannung σ0 oder die Verzerrung ε0 vorgeschrieben wird, kann Gl. (5.77)
oder (5.78) zur Anwendung kommen. Zur Erinnerung: HΩ und JΩ beschreiben die entstehende
Änderung des Verzerrungszustandes in Ω, wenn man gedanklich den Einschluss durch das Ma-
trixmaterial ersetzt. Ist das Matrix-Gebiet V unbegrenzt, also theoretisch unendlich ausgedehnt,
stehen die Spannungen und Verzerrungen in unendlicher Entfernung vom Einschluss σ∞ = σ0
und ε∞ = ε0 untereinander in der Beziehung1 σ0 = C : ε0 bzw. ε0 = D : σ0. Damit ist die
elastische Antwort des Körpers unabhängig davon, ob makroskopische Spannungen σ0 oder Ver-
zerrungen ε0 vorgeschrieben werden (bei begrenzten Körpern ist dies im Allgemeinen nicht erfüllt,
sodass die Antwort des Systems von der Art der am Rand vorgeschrieben Randbedingungen – kon-
stante Randspannungen oder lineare Verschiebungen – abhängig ist!). Für unbegrenzte Körper V
folgt demnach aus der Gleichheit der Gleichungen (5.77) und (5.78):
JΩ = HΩ : C , HΩ = JΩ : D. (5.79)
Im Fall ellipsoidförmiger Einschlüsse lassen sich die konstanten Verzerrungen im Einschluss auch
über den ESHELBY-Tensor SΩ oder seine konjugierte Größe TΩ berechnen. So folgt mit der mitt-
leren Verzerrung im Einschluss nach Gl. (5.64a), der mittleren Spannung nach Gl. (5.68a) und mit
ε0 = D : σ0 aus Gl. (5.77):
HΩ : σ0 = AΩ :
(
AΩ − SΩ)−1 : ε0 −D : CΩ : AΩ : (AΩ − SΩ)−1 : ε0,
HΩ = AΩ :
(
AΩ − SΩ)−1 : D−D : CΩ : AΩ : (AΩ − SΩ)−1 : D,
=
(
1(4) −D : CΩ) : AΩ : (AΩ − SΩ)−1 : D (5.80a)
und weiter mit Gl. (5.60):
HΩ =
(
AΩ − SΩ)−1 : D. (5.80b)
Mit Gl. (5.79) entsteht daraus
JΩ =
(
AΩ − SΩ)−1 . (5.80c)
Verwendet man die zu SΩ und AΩ konjugierten Größen TΩ und BΩ, folgt aus Gl. (5.80a) mit
(5.69a)
HΩ =
(
DΩ −D) : CΩ : AΩ : (AΩ − SΩ)−1 : D,
=
(
DΩ −D) : BΩ : (BΩ −TΩ)−1 ,
= −D : (1(4) −C : DΩ) : BΩ : (BΩ −TΩ)−1 (5.80d)
1 Diese konstitutiven Beziehungen entsprechen den Voraussetzungen für den im Abschnitt 6.1 dargestellten einfach-
sten Homogenisierungsansatz unter der Annahme wechselwirkungsfreier Einschlüsse ohne eine gegenseitige Be-
einflussung.
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und mit Gl. (5.60) und anschließend (5.79):
HΩ = D :
(
TΩ −BΩ)−1 , (5.80e)
JΩ = D :
(
TΩ −BΩ)−1 : C. (5.80f)
Während SΩ und TΩ für ellipsoidförmige Einschlüsse Ω in einer unbegrenzten, homogenen Ma-
trix nur vom Längenverhältnis der Achsen des Ellipsoids und den elastischen Eigenschaften des
Matrixmaterials abhängen, aber unabhängig von den Materialeigenschaften in Ω sind, werden HΩ
und JΩ auch von den elastischen Eigenschaften im Einschluss beeinflusst. Im Sonderfall von Hohl-
räumen (Einschlüsse mit CΩ = 0⇒ AΩ = 1(4) und BΩ = 0) vereinfachen sich HΩ und JΩ zu
HΩ =
(
1(4) − SΩ)−1 : D und JΩ = (1(4) − SΩ)−1 . (5.81)
bzw.
HΩ = D :
(
TΩ
)−1
und JΩ = D :
(
TΩ
)−1
: C. (5.82)
5.3.7 Der ESHELBY-Tensor
Für ellipsoidförmige Einschlüsse in einer elastischen, isotropen Matrix lässt sich der ESHELBY-
Tensor in geschlossener Form angeben. Die Komponenten von S für das allgemeine Ellipsoid fin-
den sich im Anhang A. Während die Untersymmetrien von S gewährleistet sind, ist die Hauptsym-
metrie nicht erfüllt, wie in Abschnitt 5.3.3 erläutert. Die Untersymmetrien des ESHELBY-Tensors
erlauben eine Darstellung von S als 6x6-Matrix, was besonders für die numerische Umsetzung der
Homogenisierung von Interesse ist:
[S] =


S1111 S1122 S1133 S1123 S1131 S1112
S2211 S2222 S2233 S2223 S2231 S2212
S3311 S3322 S3333 S3323 S3331 S3312
S2311 S2322 S2333 S2323 S2331 S2312
S3111 S3122 S3133 S3123 S3131 S3112
S1211 S1222 S1233 S1223 S1231 S1212


=


S11 S12 S13 S14 S15 S16
S21 S22 S23 S24 S25 S26
S31 S32 S33 S34 S35 S36
S41 S42 S43 S44 S45 S46
S51 S52 S53 S54 S55 S56
S61 S62 S63 S64 S65 S66


.
(5.83)
Im Rahmen dieser Arbeit ist nicht das allgemeine Ellipsoid von Interesse, da Rovings als ellipti-
sche Zylinder betrachtet werden können. Sind die Rovings in x3-Richtung ausgerichtet (Abb. 5.5),
bedeutet dies a3  a1, a2 bzw. a3 → ∞. Die von null verschiedenen Maßzahlen des ESHELBY-
Tensors für einen Zylinder mit elliptischem Querschnitt lauten
S1111 = S11 =
1
2(1− ν)
[
a22 + 2a1a2
(a1 + a2)2
+ (1− 2ν) a2
a1 + a2
]
,
S2222 = S22 =
1
2(1− ν)
[
a21 + 2a1a2
(a1 + a2)2
+ (1− 2ν) a1
a1 + a2
]
,
S1122 = S12 =
1
2(1− ν)
[
a22
(a1 + a2)2
− (1− 2ν) a2
a1 + a2
]
,
S2233 = S23 =
1
2(1− ν)
2νa1
a1 + a2
,
S2211 = S21 =
1
2(1− ν)
[
a21
(a1 + a2)2
− (1− 2ν) a1
a1 + a2
]
,
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x2
x1
a2
a1
a3  > a1,a2>
x3
a3
Abbildung 5.5: Elliptischer Zylinder als geometrisches Modell für den Roving
S1133 = S13 =
1
2(1− ν)
2νa2
a1 + a2
,
S1212 = S66 =
1
2(1− ν)
[
a21 + a
2
2
2(a1 + a2)2
+
1− 2ν
2
]
,
S2323 = S44 =
a1
2(a1 + a2)
,
S3131 = S55 =
a2
2(a1 + a2)
. (5.84)
Hierin sind ν die Querdehnungszahl der isotropen Matrix und a1, a2 die Achsenlängen des ellipti-
schen Querschnittes in Richtung der Koordinatenachsen x1 bzw. x2.
Besitzt der Zylinder einen kreisförmigen Querschnitt mit a1 = a2, vereinfachen sich die Gleichun-
gen weiter, und die von null verschiedenen Maßzahlen lauten dann:
S1111 = S2222 =
1
2(1− ν)
(
5
4
− ν
)
,
S1122 = S2211 =
1
2(1− ν)
(
ν − 1
4
)
,
S1133 = S2233 =
ν
2(1− ν) ,
S1212 =
1
2(1− ν)
(
3
4
− ν
)
,
S2323 = S3131 =
1
4
. (5.85)
6 Unidirektionale Bewehrung
6.1 Wechselwirkungsfreie Verteilung der Einschlüsse)
Ausgangspunkt für die nun folgenden Betrachtungen sind die bereits hergeleiteten exakten Bezie-
hung für RVE, bestehend aus einer elastischen Matrix mit elastischen Einschlüssen. Bei Vorgabe
einer konstanten Spannung σ0 über das RVE, siehe Gl. (5.16a), gilt
(
D−D) : σ0 =
n∑
α=1
fα (D−Dα) : σα (6.1)
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und bei Vorgabe einer Dehnung ε0, siehe Gl. (5.28a),
(
C−C) : ε0 =
n∑
α=1
fα (C−Cα) : εα. (6.2)
Entscheidend für die Auswertung dieser Gleichung ist die Bestimmung der mittleren Spannung
σα und der mittleren Dehnung εα für jeden Einschluss Ωα. Für eine erste Lösung dieses Problems
wird nun angenommen, dass es keine gegenseitige Beeinflussung der einzelnen Einschlüsse un-
tereinander gibt (wechselwirkungsfreie Verteilung, dilute distribution). Desweiteren wird davon
ausgegangen, dass die Einschlüsse eine ellipsoidförmige Form besitzen, bzw. durch eine solche
Geometrie angenähert werden können. Alle Einschlüsse sollen einen perfekten Verbund zur Ma-
trix besitzen.
Im Folgenden werden die beiden Fälle einer vorgeschriebenen Makrospannung Σ = σ0 bzw.
einer vorgeschriebenen Makroverzerrung E = ε0 untersucht. Wie anschließend gezeigt wird, hän-
gen die mittleren elastischen Parameter von der Wahl der makroskopischen Belastung ab. Das
heißt, allgemein sind D aus Gl. (6.1) und C aus Gl. (6.2) nicht die jeweils zueinander inversen
Größen: C : D = 1(4), sondern nur C : D ≈ 1(4) für geringe Volumenanteile fα, siehe auch
Abschnitt 6.1.3.
Mit der Annahme, dass der Körper V unbegrenzt ist, gilt auch bei Anwesenheit eines Einschlusses
Ωα σ
0 = C : ε0 und ε0 = C : σ0. Damit spielt es bei der Bestimmung der mittleren Größen
σα und εα keine Rolle, ob in unendlicher Entfernung vom Einschluss eine Spannung oder eine
Verzerrung vorgeschrieben wird.
Mit dem Elastizitätstensor Cα und dem Nachgiebigkeitstensor Dα für den Einschluss Ωα werden
analog Gl. (5.59) die beiden konstanten Tensoren Aα und Bα
Aα = (C−Cα)−1 : C und Bα = (D−Dα)−1 : D (6.3)
definiert. Weiterhin bezeichnen Sα und Tα den ESHELBY-Tensor und seine Konjugierte für einen
typischen Einschluss Ωα. Beide Tensoren hängen nur von der Form des Einschlusses ab und erfül-
len die Bedingungen
Sα + D : Tα : C = 1(4) und Tα + C : Sα : D = 1(4), (6.4)
vergleiche Gln. (5.52a), (5.52b). Wie in den vorangegangenen Abschnitten dargelegt, sind unter
den hier getroffenen Annahmen die Spannungen und Verzerrungen im Einschluss infolge von im
Unendlichen aufgebrachten homogenen Spannungen und Verzerrungen ebenfalls homogen. Damit
kann für die elastischen Felder im ellipsoidförmigen Einschluss auf die Kennzeichnung der Mittel-
wertbildung (durch einen Querstrich über den Verzerrungen bzw. Spannungen) verzichtet werden.
Die elastischen Felder lassen sich analog der Gleichungen (5.64a) und (5.64b) berechnen:
εα = 〈ε0 + εs〉α = εα = Aα : (Aα − Sα)−1 : ε0, (6.5)
σα = 〈σ0 + σs〉α = σα = Bα : (Bα −Tα)−1 : σ0 Σ| α (6.6)
Entsprechend Gln. (5.69a) und (5.69b) gelten für Ωα auch die folgenden Beziehungen zwischen
den zueinander gehörenden Tensoren (AΩ, SΩ) und (BΩ, TΩ)
Cα : Aα : (Aα − Sα)−1 : D = Bα : (Bα −Tα)−1 , (6.7)
Dα : Bα : (Bα −Tα)−1 : C = Aα : (Aα − Sα)−1 Σ| α. (6.8)
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6.1.1 Vorgeschriebene Makrospannungen
Wird für das RVE eine konstante Makrospannung Σ = σ0 vorgeschrieben, bedeutet dies eine
Belastung mit konstanten Randspannungen, die untereinander im Gleichgewicht stehen:
t0 = n · σ0 auf ∂V. (6.9)
Bei wechselwirkungsfreien ellipsoidförmigen Einschlüssen kann angenommen werden, dass die
mittlere Spannung eines Einschlusses Ωα näherungsweise gleich ist der homogenen Spannung ei-
nes einzelnen Einschlusses in einer unbegrenzten elastischen Matrix, die mit einer im Unendlichen
aufgebrachten Spannung σ0 (bzw. der zugehörigen Dehnung ε0 = D : σ0) belastet ist (Abb. 6.1).
C
-®
C
®
u
0 = x ¢ "0t0 = n¢¾0  bzw.  
¼
(a) Begrenztes RVE mit einem typischen
Einschluss Ωα
-
C
C
- "
0
¾
0   bzw.
(gleichförmige Verzerrung
 bzw. Spannung im 
 Unendlichen)
(b) Unbegrenztes RVE mit einem einzelnen
Einschluss Ω
Abbildung 6.1: Näherungsweise Betrachtung eines RVE mit wechselwirkungsfreien
Einschlüssen Ωα
Da also näherungsweise ε0 = D : σ0 gilt, ergeben sich nach den Gleichungen (6.5), (6.6) und mit
σα = Cα : εα die zwei Möglichkeiten zur Berechnung der Spannung in Ωα
σα = Cα : Aα : (Aα − Sα)−1 : D : σ0 und (6.10a)
σα = Bα : (Bα −Tα)−1 : σ0, (6.10b)
die mit der bereits in Gl. (6.7) angegebenen Äquivalenzbeziehung übereinstimmen. Die Substitu-
tion von Gl. (6.10a) bzw. (6.10b) in Gl. (5.16a) führt zu
(
D−D) : σ0 =
{
n∑
α=1
fα (D−Dα) : Cα : Aα : (Aα − Sα)−1 : D
}
: σ0 bzw. (6.11a)
(
D−D) : σ0 =
{
n∑
α=1
fα (D−Dα) : Bα : (Bα −Tα)−1
}
: σ0. (6.11b)
Mit den Definitionen von Aα und Bα in Gl. (5.59) und den daraus folgenden Ableitungen
(D−Dα) : Cα : Aα = (D−Dα) : Cα : (C−Cα)−1 : C
= (D−Dα) : (D : (C−Cα) : Dα)−1
= (D−Dα) : (Dα −D)−1 = −1(4), (6.12a)
(D−Dα) : Bα = (D−Dα) : (D−Dα)−1 : D = 1(4) (6.12b)
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lassen sich die Gleichungen (6.11) vereinfachen zu
(
D−D) : σ0 = −
{
n∑
α=1
fα (A
α − Sα)−1 : D
}
: σ0 und (6.13a)
(
D−D) : σ0 =
{
n∑
α=1
fαD : (B
α −Tα)−1
}
: σ0. (6.13b)
Beide Gleichungen müssen für beliebige σ0 erfüllt sein. Es ergeben sich zwei Berechnungsvor-
schriften für den mittleren Nachgiebigkeitstensor
D =
{
1(4) +
n∑
α=1
fα (A
α − Sα)−1
}
: D oder (6.14a)
D = D :
{
1(4) −
n∑
α=1
fα (B
α −Tα)−1
}
. (6.14b)
Besitzen alle Einschlüsse α dieselbe Form (aber nicht zwangsläufig die selbe Größe) und die glei-
chen elastischen Eigenschaften CΩ und DΩ und sind sie bezüglich des Koordinatensystems gleich
ausgerichtet, reduzieren sich die Gleichungen (6.14) auf
D =
{
1(4) + f
(
AΩ − SΩ)−1
}
: D bzw. D = D :
{
1(4) − f (BΩ −TΩ)−1
}
(6.15)
mit
AΩ = (C−CΩ)−1 : C und BΩ = (D−DΩ)−1 : D. (6.16)
Der Parameter f ist der Volumenanteil der Einschlüsse, und SΩ bzw. TΩ sind der ESHELBY-Tensor
bzw. seine konjugierte Größe für den Einschluss Ω.
6.1.2 Vorgeschriebene Makroverzerrungen
Nachdem im vorangegangenen Abschnitt vorgeschriebene Makrospannungen betrachtet wurden,
sollen jetzt über den Rand des RVE Verschiebungen infolge einer makroskopischen Verzerrung
E = ε0 vorgeschrieben werden:
u0 = x · ε0 auf ∂V. (6.17)
Die mittlere Verzerrung in jedem Einschluss wird angenähert durch die homogene Verzerrung
eines einzelnen Einschlusses in einem unbegrenzten Matrixgebiet, das durch die in theoretisch
unendlicher Entfernung wirkende Verzerrung ε0 (bzw. durch die zugehörige Spannung σ0 = C :
ε0) beansprucht wird (Abb. 6.1).
Mit den Gleichungen (6.5), (6.6) und den Elastizitätsgesetzen σ0 = C : ε0 und εα = Dα : σα
kann für einen ellipsoidförmigen Einschluss die mittlere Verzerrung εα im Einschluss Ωα unter
Verwendung des ESHELBY-Tensors bzw. seiner konjugierten Größe berechnet werden:
εα = Aα : (Aα − Sα)−1 : ε0 = (1(4) − Sα : (1(4) −D : Cα))−1 : ε0 bzw. (6.18a)
εα = Dα : Bα : (Bα −Tα)−1 : C : ε0. (6.18b)
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Einsetzen von Gl. (6.18a) in die exakte Beziehung (5.28a) liefert
(
C−C) : ε0 =
{
n∑
α=1
fα (C−Cα) : Aα : (Aα − Sα)−1
}
: ε0 (6.19a)
=
{
n∑
α=1
fαC : (A
α − Sα)−1
}
: ε0 (6.19b)
bzw. unter Verwendung der zu S konjugierten Größe T (Gl. (6.18b)):
(
C−C) : ε0 =
{
n∑
α=1
fα (C−Cα) : Dα : Bα : (Bα −Tα)−1 : C
}
: ε0 (6.19c)
=
{
n∑
α=1
fα (B
α −Tα)−1 : C
}
: ε0. (6.19d)
Die Vereinfachungen in Gln. (6.19) ergeben sich leicht nachvollziehbar mit Gl. (5.59). Da die
vorgeschriebene Makroverzerrung ε0 beliebig wählbar ist, folgen daraus die Bestimmungsglei-
chungen für den mittleren Elastizitätstensor
C = C :
{
1(4) −
n∑
α=1
fα (A
α − Sα)−1
}
bzw. (6.20a)
C =
{
1(4) +
n∑
α=1
fα (B
α −Tα)−1
}
: C . (6.20b)
Sind alle Einschlüsse Ωα hinsichtlich ihrer elastischen Eigenschaften und Ausrichtung identisch,
also vom Typ Ω, womit Cα = CΩ, Dα = DΩ, Sα = SΩ und Tα = TΩ werden, berechnet sich der
mittlere Elastizitätstensor aus
C = C :
{
1(4) − f (AΩ − SΩ)−1
}
bzw. C =
{
1(4) + f
(
BΩ −TΩ)−1
}
: C .
(6.21)
Handelt es sich bei den Einschlüssen um Hohlräume mit CΩ = 0, so folgt für diesen Sonderfall
der mittlere Elastizitätstensor mit Gl. (5.73) zu
C = C :
{
1(4) − f (1(4) − SΩ)−1
}
bzw. C =
{
1(4) − f (TΩ)−1
}
: C . (6.22)
ANMERKUNG 6.1 An dieser Stelle soll auf eine spezielle Besonderheit von Gl. (6.18) hingewiesen werden,
die insbesondere für die in dieser Arbeit betrachteten Beispiele von Interesse ist. Wird für den Roving,
der aus einem losen Bündel einer Vielzahl von Einzelfilamenten besteht, angenommen, dass er nur eine
Längssteifigkeit besitzt (zum Beispiel Cα3333 = Er und alle anderen Cαijkl = 0, vgl. Abschnitt 3.1), und ist
der Querschnitt des Roving kreisförmig (damit ergeben sich die Koordinaten des ESHELBY-Tensors nach
Gl. (5.85)), so ist das Tensorprodukt
Sα : (1(4) −D : Cα) (6.23)
unabhängig vom Elastizitätsmodul der isotropen Matrix Em und des Roving Er. Das bedeutet, dass in
diesem Fall auch die mittleren Verzerrungen nicht von Em oder Er abhängen. Von den elastischen Eigen-
schaften der Ausgangsmaterialien hat somit nur die Querdehnzahl der Matrix νm einen Einfluss auf εα
und εm. Die mittleren Spannungen und damit der mittlere Elastizitätsmodul des RVE ergeben sich dann
natürlich wieder in Abhängigkeit aller elastischen Materialeigenschaften der Ausgangsmaterialien.
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6.1.3 Zur Äquivalenz zwischen mittlerem Elastizitäts- und Nachgiebigkeitstensor
Im Abschnitt 6.1.1 wurden zwei identische Ausdrücke für den mittleren Nachgiebigkeitstensor D
(Gln. (6.14)) und im Abschnitt 6.1.2 zwei identische Ausdrücke für den mittleren Elastizitätsten-
sor C (Gln. (6.20)) hergeleitet. Es kann leicht gezeigt werden, dass die beiden makroskopischen
Randbedingungen (σ0 bzw. ε0) nicht zum selben Ergebnis für die mittleren elastischen Eigen-
schaften führen, d.h. C und D sind dann nicht exakt die jeweils zueinander Inversen. So liefert die
Multiplikation von Gl. (6.14a) mit Gl. (6.20a)
D : C = 1(4) −
n∑
α=1
n∑
β=1
fαfβ (A
α − Sα)−1 : (Aβ − Sβ)−1 , (6.24a)
und von Gl. (6.14b) mit Gl. (6.20b)
C : D = 1(4) −
n∑
α=1
n∑
β=1
fαfβ (B
α −Tα)−1 : (Bβ −Tβ)−1 . (6.24b)
Sind alle Einschlüsse in Form, Ausrichtung und ihren elastischen Eigenschaften identisch, entsteht
aus Gl. (6.15) bzw. (6.21)
D : C = 1(4) − f 2 (AΩ − SΩ)−1 : (AΩ − SΩ)−1 = 1(4) + O (f 2) bzw. (6.25a)
C : D = 1(4) − f 2 (BΩ −TΩ)−1 : (BΩ −TΩ)−1 = 1(4) + O (f 2) (6.25b)
Die für die beiden Randbedingungen ermittelten mittleren Elastizitäts- und Nachgiebigkeitsten-
soren sind also nur bis zur ersten Ordnung des Volumenanteils f der Einschlüsse die zueinander
inversen Größen. Der Fehlerterm O ist quadratisch in f .
6.1.4 Beispiel: unidirektionale Roving-Bewehrung in einer isotropen Feinbetonmatrix
Nach der theoretischen Herleitung der tensoriellen Gleichungen zur Bestimmung des effektiven,
elastischen Materialverhaltens soll hier die Homogenisierung eines unidirektional faserbewehrten
RVE durchgeführt werden. Dabei wird von der tensoriellen Schreibweise zur Matrixschreibwei-
se, gekennzeichnet durch eckige Klammern [.] übergegangen (siehe hierzu auch Abschnitt 2.2.3).
Die Rovings werden als homogen und ihr Verbund zur Betonmatrix als perfekt vorausgesetzt. Die
Rovingachse mx3 (m steht für das Materialkoordinatensystem) soll um den Winkel α zur x3-Achse
des quaderförmigen RVE geneigt sein (Abb. 6.2 a), und zwar genau so, dass das Materialkoordi-
natensystem aus dem Koordinatensystem des RVE durch eine positive Drehung um die x1-Achse
mit dem Winkel α entsteht. Zur Homogenisierung wird das Materialkoordinatensystem, ausge-
richtet an der Rovingachse, gewählt. Für dieses Koordinatensystem sind die Elastizitätsmatrix des
transversal-isotropen Roving und die Koordinatenmatrix des ESHELBY-Tensors in dieser Arbeit
definiert (Abschnitte 3.1 und 5.3.7). Nach erfolgter Homogenisierung wird die berechnete mittle-
re Elastizitätsmatrix in das Koordinatensystem des RVE transformiert. Die Transformationsmatrix
[Q] für die Transformation von Maßzahlen aus dem Koordinatensystem des RVE in das Material-
koordinatensystem (vgl. Abschnitt 2.2.4, Gl. (2.95)) lautet:
[Q] = [Qx1] =


1 0 0
0 cosα sinα
0 − sinα cosα

 . (6.26)
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Abbildung 6.2: Repräsentatives Volumenelement für eine unidirektionale Rovingbewehrung
Die Ränder des RVE sind infolge der Makroverzerrung E = ε0 durch das Verschiebungsfeld u0 =
x ·ε0 beansprucht. Gesucht sind die mittlere Spannungsantwort bzw. der mittlere Elastizitätstensor
des RVE. Diese Größen werden im Materialkoordinatensystem bestimmt und anschließend in das
Koordinatensystem des RVE transformiert.
Für die beiden Ausgangsmaterialien des Verbundmaterials werden folgende Größen als bekannt
angenommen:
Elastizitätsmodul des Roving in Längsrichtung Er = 76 000N/mm2,
Schubmodul in der Rovingebene G3 = 0,
Geometrie des Rovingquerschnitts a2 = a1,
Elastizitätsmodul der Matrix Em = 30 000N/mm2,
Querdehnzahl der Matrix νm = 0, 20.
Der Roving wird in Achsrichtung als linear elastisch approximiert (keine Unterscheidung zwischen
Zug und Druck und keine Dehnungsabhängigkeit), und die zwischen den Filamenten übertragba-
re Schubspannung wird vernachlässigt. Damit wirkt der Roving als Filamentbündel nur in seiner
Längsrichtung verstärkend, in allen anderen Richtungen jedoch wie ein Hohlraum erweichend auf
die Steifigkeiten des Verbundmaterials. Für den Roving bzw. die isotrope Matrix lauten somit die
Elastizitätsmatrizen nach Gl. (3.2) und (2.60) im Materialkoordinatensystem (durch ein überge-
stelltes m gekennzeichnet):
[
m
Cr
]
=


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
76 000 0 0 0
S 0 0 0
Y 0 0
M 0


N
mm2
und (6.27)
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[C] =


33 333 8 333 8 333 0 0 0
33 333 8 333 0 0 0
33 333 0 0 0
S 12 500 0 0
Y 12 500 0
M 12 500


N
mm2
. (6.28)
Für die Elastizitätsmatrix [C] des isotropen Feinbetons ist keine Koordinatentransformation erfor-
derlich; dementsprechend kann auf eine Kennzeichnung des Bezugs-Koordinatensystems verzich-
tet werden2. Mit den Maßzahlen des ESHELBY-Tensors in Matrixschreibweise für einen Roving
mit Kreisquerschnitt nach Gl. (5.85)3:
[
m
Sr
]
=


21
32
− 1
32
1
8
0 0 0
− 1
32
21
32
1
8
0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1
4
0 0
0 0 0 0 1
4
0
0 0 0 0 0 11
32


(6.29)
berechnet sich die mittlere Elastizitätsmatrix im Materialkoordinatensystem entsprechend
Gl. (6.21) zu
[m
C
]
= [C]
(
[1(4)]− f
([
m
Ar
]
−
[
m
Sr
])−1)
. (6.30)
Dabei ist
[
m
Ar
]
über Gl. (5.59) wie folgt definiert:
[
m
Ar
]
=
(
[C]−
[
m
Cr
])−1
[C]. (6.31)
Als letzter Schritt erfolgt die Rücktransformation der Elastizitätsmatrix in das Koordinatensystem
des RVE nach Gl. (2.88)
[
RV E
C
]
= [Qε]T
[m
C
]
[Qε], (6.32)
mit der im Abschnitt 2.2.4, Gl. (2.78) definierten Rotationsmatrix [Qε]:
[Qε] =


1 0 0 0 0 0
0 cos2 α sin2 α sinα cosα 0 0
0 sin2 α cos2 α − sinα cosα 0 0
0 −2 sinα cosα 2 sinα cosα cos2 α− sin2 α 0 0
0 0 0 0 cosα − sinα
0 0 0 0 sinα cosα


. (6.33)
Der Winkel α und der Faservolumenanteil f sollen variabel sein. Ihr Einfluss auf das effektive
Materialverhalten soll untersucht werden.
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Abbildung 6.3: Abhängigkeit des mittleren Elastizitätsmoduls in x3-Richtung von Rovingorientie-
rung und Faservolumenanteil
Abbildung 6.3 zeigt den mittleren Elastizitätsmodul des Verbundmaterials in x3-Richtung E3 =
1/[D33] in Abhängigkeit von der Rovingrichtung 0 ≤ α ≤ 90◦ und vom Faservolumenanteil
0 ≤ f ≤ 10%.
Eine geeignete Darstellungsform richtungsabhängiger Materialgrößen ist die Darstellung in Po-
larkoordinaten. In Abb. 6.4 ist die Veränderung von E3 mit wachsender Neigung der Roving-
Längsachse zur Belastungsrichtung des RVE für 5 und 10 Volumenprozent Fasergehalt gezeigt.
Zum Vergleich enthält das Diagramm den reinen, unbewehrten Feinbeton als Viertelkreis mit dem
Radius Em. Bei einer bestimmten Rovingneigung besitzt das Verbundmaterial den gleichen mitt-
leren Elastizitätsmodul in x3-Richtung wie die reine Betonmatrix. Dieser Neigungswinkel ist nicht
konstant, sondern – wenn auch in geringen Grenzen – vom Faservolumenanteil abhängig. Große
Winkel zwischen der Rovingachse und der Beanspruchungsrichtung führen zu einer Schwächung
des Verbundmaterials infolge der Bewehrung, und je größer der Faservolumenanteil, um so kleiner
ist der Grenzwinkel, bis zu dem die Rovings eine verstärkende und keine steifigkeitsverringernde
Wirkung besitzen. Diese Abhängigkeit des Grenzwinkels vom Faservolumenanteil entsteht durch
die Annahme wechselwirkungsfreier Einschlüsse beim Homogenisierungsverfahren. Verbesserte
Annahmen führen zu einem von Faservolumenanteil unabhängigen Grenzwinkel (siehe Abschnit-
te 7.1.2 und 7.2.2)
6.1.5 Zum Transformationsverhalten von [SΩ], [TΩ], [AΩ] und [BΩ]
Bei der im vorherigen Abschnitt durchgeführten Homogenisierung einer einlagigen Bewehrung
für variable Faserorientierungen war keine Transformation der Koordinatenmatrizen der verwen-
deten Tensoren SΩ und AΩ erforderlich. Die mittlere Elastizitätsmatrix wurde zuerst im Materi-
alkoordinatensystem bestimmt und anschließend in das Koordinatensystem des RVE mittels der
2 Ist das Koordinatensystem nicht explizit angegeben, ist immer das Koordinatensystem des RVE gemeint.
3 Bei einem elliptischen Querschnitt des Roving ist hier Gl. (5.84) zu verwenden.
6.1 Wechselwirkungsfreie Verteilung der Einschlüsse) 69
 0
5'000
10'000
15'000
20'000
25'000
30'000
35'000
0 5'000 15'000 25'000 35'000
®
reiner Beton
5% Faservolumenanteil
10% Faservolumenanteil
E
3
  in
 N
/m
m
2
_
E
3  in N/mm
2
_
®
x2
x3
Abbildung 6.4: Abhängigkeit des mittleren Elastizitätsmoduls in x3-Richtung von der Rovingori-
entierung
im Abschnitt 2.2.4 bereitgestellten Transformationsvorschriften überführt. Diese Vorgehensweise
ist aber nicht in jedem Fall möglich, insbesondere bei im Abschnitt 7 dargestellten Homogenisie-
rung mehrlagiger Bewehrungsstrukturen mit unterschiedlichen Faserorientierungen. Nachfolgen-
de Transformationsvorschriften beschreiben eine Rotation des kartesischen Basissystems aus dem
Koordinatensystem des RVE in das Materialkoordinatensystem (bzw. umgekehrt), wie in Abb. 6.5
vereinfacht für eine Rotation mit dem Winkel α skizziert. Dabei stimmt die Definition von α in
Richtung und Betrag mit den Faserwinkeln überein, wie sie in dieser Arbeit zur Charakterisierung
der Faserorientierung verwendet werden.
®
x3
m
x3
RVE
Abbildung 6.5: Definition von α für eine Rotation des kartesischen Basissystems aus dem RVE-
in das Materialkoordinatensystem
Transformation der ESHELBY-Matrix [SΩ]
Der ESHELBY-Tensor ist definiert nach Gl. (5.45):
εs = SΩ : ε∗ in Ω. (6.34)
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In Matrixschreibweise lässt sich somit für das Materialkoordinatensystem bzw. das Koordinaten-
system des RVE schreiben:
[
m
εs
]
=
[
m
SΩ
] [
m
ε∗
]
bzw.
[
RV E
εs
]
=
[
RV E
SΩ
] [
RV E
ε∗
]
. (6.35)
Entsprechend der Transformationsvorschriften für die Ingenieurgrößen der Verzerrungen
(Gl. (2.77))
[
m
εs
]
= [Qε]
[
RV E
εs
]
bzw.
[
m
ε∗
]
= [Qε]
[
RV E
ε∗
]
(6.36)
folgt
[Qε]
[
RV E
εs
]
=
[
m
SΩ
]
[Qε]
[
RV E
ε∗
]
(6.37)
bzw.
[
RV E
εs
]
= [Qε]−1
[
m
SΩ
]
[Qε]
[
RV E
ε∗
]
. (6.38)
Damit lässt sich im Vergleich mit Gl. (6.35) und wegen [Qε]−1 = [Qσ]T ablesen:
[
RV E
SΩ
]
= [Qσ]T
[
m
SΩ
]
[Qε] (6.39)
bzw. umgestellt:
[
m
SΩ
]
= [Qε]
[
RV E
SΩ
]
[Qσ]T . (6.40)
Transformation der konjugierten ESHELBY-Matrix [TΩ]
Die dem ESHELBY-Tensor zugeordnete konjugierte Größe TΩ ist definiert nach Gl. (5.48)
σs = TΩ : σ∗ inΩ, (6.41)
woraus sich für das Material- bzw. RVE-Koordinatensystem formulieren lässt:
[
m
σs
]
=
[
m
TΩ
] [
m
σ∗
]
bzw.
[
RV E
σs
]
=
[
RV E
TΩ
] [
RV E
σ∗
]
. (6.42)
Mit der Transformationsvorschrift für die Spannungen (Gl. (2.72))
[
m
σ
]
= [Qσ]
[
RV E
σ
]
(6.43)
wird aus Gl. (6.42):
[Qσ]
[
RV E
σs
]
=
[
m
TΩ
]
[Qσ]
[
RV E
σ∗
]
,
[
RV E
σs
]
= [Qσ]−1
[
m
TΩ
]
[Qσ]
[
RV E
σ∗
]
. (6.44)
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Der Vergleich mit Gl. (6.42) liefert:
[
RV E
TΩ
]
= [Qε]T
[
m
TΩ
]
[Qσ] (6.45)
bzw. nach der Umstellung:
[
m
TΩ
]
= [Qσ]
[
m
TΩ
]
[Qε]T . (6.46)
Transformation der Matrix [AΩ]
Der Tensor AΩ ist definiert nach Gl. (5.59). Daraus folgt in Matrixschreibweise im Koordinaten-
system des RVE für den Roving:
[
RV E
AΩ
]
=
(
[C]−
[
RV E
CΩ
])−1
[C]. (6.47)
Mit [
RV E
CΩ
]
= [Qε]T
[
m
CΩ
]
[Qε] und [C] = [Qε]T [C][Qε] (6.48)
folgt
[
RV E
AΩ
]
= [Qε]−1
(
[C]−
[
m
CΩ
])−1
[Qε]−T [Qε]T [C][Qε]
= [Qε]−1
(
[C]−
[
m
CΩ
])−1
[C][Qε]
= [Qσ]T
[
m
AΩ
]
[Qε]. (6.49)
Die Matrix [AΩ] lässt sich also genau so transformieren wie die ESHELBY-Matrix. Geht man von
der Transformation der mittleren Elastizitätsmatrix (Gl. (6.32))
[
RV E
C
]
= [Qε]T
[m
C
]
[Qε] (6.50)
aus, folgen zwangsläufig auch die oben angegebenen Transformationsvorschriften, was hier als
eine Kontrolle verwendet werden soll. Aus der Homogenisierungs-Gleichung (6.30) folgt
[
RV E
C
]
= [Qε]T [C]
(
[1(4)]− f
([
m
AΩ
]
−
[
m
SΩ
])−1)
[Qε]
= [Qε]T [C][Qε][Qε]−1
(
[1(4)]− f
([
m
AΩ
]
−
[
m
SΩ
])−1)
[Qε]
= [C]
(
[1(4)]− f [Qε]−1
([
m
AΩ
]
−
[
m
SΩ
])−1
[Qε]
)
= [C]
(
[1(4)]− f
(
[Qσ]T
[
m
AΩ
]
[Qε]− [Qσ]T
[
m
SΩ
]
[Qε]
)−1)
, (6.51)
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wonach sich im Vergleich mit
[
RV E
C
]
= [C]

[1(4)]− f
([
RV E
AΩ
]
−
[
RV E
SΩ
])−1
 (6.52)
ebenfalls die Beziehungen (6.39) und (6.49) ergeben.
Transformation der Matrix [BΩ]
Die Matrizenform des in Gl. (5.59) definierten Tensors BΩ
[
RV E
BΩ
]
=
(
[D]−
[
RV E
DΩ
])−1
[D] (6.53)
kann mit
[
RV E
DΩ
]
= [Qσ]T
[
m
DΩ
]
[Qσ] und [D] = [Qσ]T [D][Qσ] (6.54)
genau wie die konjugierte ESHELBY-Matrix [TΩ] transformiert werden:
[
RV E
BΩ
]
= [Qσ]−1
(
[D]−
[
m
DΩ
])−1
[Qσ]−T [Qσ]T [D][Qσ]
= [Qσ]−1
(
[D]−
[
m
DΩ
])−1
[D][Qσ]
= [Qε]T
[
m
BΩ
]
[Qσ]. (6.55)
6.2 Der Ansatz einer Effektive-Feld-Theorie (MORI-TANAKA-Methode)
Bei der im Abschnitt 6.1 vorgestellten Methode zur Bestimmung effektiver elastischer Eigenschaf-
ten für wechselwirkungsfreie Einschlüsse erfolgte keine Berücksichtigung der gegenseitigen Be-
einflussung der Einschlüsse untereinander. Ein interessanter Ansatz zu einer näherungsweisen Be-
rücksichtigung dieser Wechselwirkungen im mechanischen Modell stammt von MORI-TANAKA
[MORI & TANAKA 1973]. Unter „Wechselwirkung“ wird hier eine gemittelte gegenseitige Beein-
flussung der Einschlüsse verstanden und nicht die Überlagerung der tatsächlichen Störfelder au-
ßerhalb der Einschlüsse. Die Störfelder sind in der Matrix nicht konstant, sondern klingen mit ihrer
Entfernung zum Einschluss ab. Ausführungen zu den elastischen Feldern außerhalb ellipsoidför-
miger Einschlüsse finden sich unter anderem in [MURA 1993].
Während bei der wechselwirkungsfreien Defektverteilung (Abschnitt 6.1) davon ausgegangen
wird, dass in hinreichendem Abstand von einem Defekt (Einschlüsse, Risse, Versetzungen, ...) die
vorgeschriebene makroskopische Verzerrung ε0 bzw. Spannung σ0 wirkt, betrachtet man bei die-
sem Modell jeden Einschluss Ωα als einen einzelnen Einschluss Ω in einem gedanklich unendlich
ausgedehnten Gebiet, dessen elastisches Feld durch den Mittelwert der Verzerrungen bzw. Span-
nungen in der Matrix εm bzw. σm angenähert wird (Abb. 6.6). Daher auch der Begriff „Effektive-
Feld-Theorie“.
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Abbildung 6.6: Modell zur Bestimmung der mittleren Felder im Einschluss nach MORI-TANAKA
Die Beanspruchung des einzelnen Einschlusses und damit das elastische Feld in seinem Inneren
wird somit wegen seiner Abhängigkeit von der mittleren Matrixverzerrung bzw. -spannung vom
Vorhandensein weiterer Einschlüsse beeinflusst. Über die Konsistenzbedingungen, vgl. Gln. (5.56)
und (5.57)
σ(x) = CΩ : (εm + εs(x)) = C : (εm + εs(x)− ε∗(x)) in Ω (6.56a)
bzw.
ε(x) = DΩ : (σm + σs(x)) = D : (σm + σs(x)− σ∗(x)) in Ω (6.56b)
folgen unter Anwendung der ESHELBY-Grundlösung analog Abschnitt 5.3.4 für den Einschluss Ω
die konstanten Spannungen und Verzerrungen
σΩ = σm + σs = BΩ : σ∗ = BΩ :
(
BΩ −TΩ)−1 : σm (6.57a)
bzw.
εΩ = εm + εs = AΩ : ε∗ = AΩ :
(
AΩ − SΩ)−1 : εm, (6.57b)
mit den äquivalenten Eigenfeldern
σ∗ =
(
BΩ −TΩ)−1 : σm und ε∗ = (AΩ − SΩ)−1 : εm. (6.58)
Da für die hier untersuchten ellipsoidförmigen Einschlüsse die Verzerrungen und Spannungen im
Einschluss konstant sind, kann auf die Kennzeichnung der Mittelwerte verzichtet werden. Es wird
dann
σΩ = σΩ und εΩ = εΩ. (6.59)
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6.2.1 Mittlere elastische Felder im Einschluss
Vorgeschriebene Makrospannungen
Wird eine makroskopische Spannung Σ = σ0 für das RVE vorgeschrieben, folgt entsprechend
Gl. (5.16a) der mittlere Nachgiebigkeitstensor:
(
D−D) : σ0 =
n∑
α=1
fα (D−Dα) : σα. (6.60)
Da jetzt die mittlere Spannung in einem einzelnen Einschluss Ωα nicht mehr direkt von der vorge-
schriebenen Makrospannung σ0, sondern von der mittleren Spannung der umgebenden Matrix σm
abhängt, ist die Auflösung der Gleichung nicht mehr so einfach wie im Modell der wechselwir-
kungsfreien Defekte. Das gilt insbesondere, wenn mehrere unterschiedliche Einschlüsse (Form,
Ausrichtung) vorhanden sind. Die Spannung in einem ellipsoidförmigen Einschluss ist gegeben
durch Gl. (6.57a). Bei einer vorgeschriebenen Makrospannung σ0 muss diese gleich sein der über
den Volumenenanteil fα der Einschlüsse gewichteten Summe der mittleren Spannungen der Kon-
stituenten, also
σ0 =
n∑
α=1
(fασ
α) +
(
1−
n∑
α=1
fα
)
σm. (6.61)
Daraus kann die mittlere Matrixspannung
σm =
1
1−∑nα=1 fα
σ0 −
∑n
α=1 (fασ
α)
1−∑nα=1 fα
(6.62)
ausgerechnet werden. Im Gegensatz zur Annahme wechselwirkungsfreier Einschlüsse scheint bei
der Methode nach MORI-TANAKA keine weitere allgemeine Herleitung für beliebig viele, unter-
schiedliche Einschlüsse möglich. Daher erfolgt in diesem Abschnitt eine Beschränkung auf Ein-
schlüsse vom gleichen Typ Ω. Im Hinblick auf unterschiedliche Einschlüsse sei auf Abschnitt 7
verwiesen. Die in den Abschnitten 7.1.1 und 7.2.1 für bidirektionale und tridirektionale Bewehrun-
gen erzielten Ergebnisse legen jedoch eine Verallgemeinerbarkeit für beliebig viele unterschied-
liche Einschlüsse nahe. Eine solche offenkundige Verallgemeinerung wird (ohne Herleitung und
Beweis) in Abschnitt 7.3 formuliert.
Sind bei allen ellipsoidförmigen Einschlüssen Ω die Form und die Ausrichtung sowie die elasti-
schen Eigenschaften identisch, beträgt die in Ω (Volumenanteil f ) konstante Spannung σΩ infolge
der für das RVE vorgeschriebenen Makrospannung σ0:
σΩ = BΩ :
(
BΩ −TΩ)−1 :
(
1
1− f σ
0 − f
1− f σ
Ω
)
=
{(
(1− f)1(4) + fBΩ : (BΩ −TΩ)−1
)−1
: BΩ :
(
BΩ −TΩ)−1
}
: σ0
=
{(
BΩ −TΩ) : (BΩ)−1 :
(
(1− f)1(4) + fBΩ : (BΩ −TΩ)−1
)}−1
: σ0
=
{
(1− f) (BΩ −TΩ) : (BΩ)−1 + f 1(4)
}−1
: σ0
=
{
1(4) − (1− f)TΩ : (BΩ)−1
}−1
: σ0
= BΩ :
(
BΩ − (1− f)TΩ)−1 : σ0. (6.63)
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Aus der vorletzten Zeile in Gl. (6.63) entsteht mit Gl. (5.60):
σΩ =
{
1(4) − (1− f)TΩ : (1(4) −C : DΩ)}−1 : σ0. (6.64)
Im Gegensatz zum einfachsten Ansatz wechselwirkungsfreier Einschlüsse ist hier die Spannung
im Einschluss nicht mehr unabhängig vom Volumenanteil der Einschlüsse. Für geringe Volumen-
anteile f → 0 geht Gl. (6.63) in die Lösung (6.10b) über.
Vorgeschriebene Makroverzerrungen
Bei Vorgabe einer makroskopischen Verzerrung E = ε0 über das RVE kann der mittlere Elastizi-
tätstensor C über die exakte Beziehung (5.28a)
(
C−C) : ε0 =
n∑
α=1
fα (C−Cα) : εα (6.65)
berechnet werden. Nach Gl. (6.57b) lässt sich die Verzerrung im Einschluss Ωα in Abhängigkeit
der mittleren Matrixverzerrung schreiben. Diese noch unbekannte Matrixverzerrung kann mit Hilfe
der Mittelwertbildung durch die Makroverzerrung εm und die Verzerrung in den Einschlüssen εα
ersetzt werden. Wird über das RVE eine konstante Makroverzerrung ε0 vorgeschrieben, so muss
diese identisch sein mit der über den Volumenenanteil fα der Einschlüsse gewichteten Summe der
mittleren Verzerrungen der Konstituenten:
ε0 =
n∑
α=1
(fαε
α) +
(
1−
n∑
α=1
fα
)
εm. (6.66)
Umstellen führt zu
εm =
1
1−∑nα=1 fα
ε0 −
∑n
α=1 (fαε
α)
1−∑nα=1 fα
, (6.67)
womit sich mit Gl. (6.57b) die mittlere Verzerrung ellipsoidförmiger Einschlüsse Ωα schreiben
lässt als
εα = Aα : (Aα − Sα)−1 :
{
1
1−∑nα=1 fα
ε0 −
∑n
α=1 (fαε
α)
1−∑nα=1 fα
}
. (6.68)
Im Weiteren wird angenommen, dass alle Einschlüsse vom gleichen Typ sind (identische elastische
Eigenschaften, Form und Ausrichtung). Abschnitt 7 beschäftigt sich speziell mit zwei (n = 2)
und drei (n = 3) unterschiedlichen Einschlüssen. Für ellipsoidförmige Einschlüsse vom Typ Ω
reduziert sich Gl. (6.68) zur Berechnung von εΩ im Falle einer vorgeschriebenen Makroverzerrung
ε0 auf
εΩ = AΩ :
(
AΩ − SΩ)−1 :
(
1
1− f ε
0 − f
1− f ε
Ω
)
=
{
1(4) − (1− f)SΩ : (AΩ)−1
}−1
: ε0
= AΩ :
(
AΩ − (1− f)SΩ)−1 : ε0. (6.69)
Die Struktur der Gleichungen ist der in Gl. (6.63) für vorgeschriebene Makrospannungen identisch.
Einsetzen von Gl. (5.60) in die zweite Zeile von Gl. (6.69) führt zu
εΩ =
{
1(4) − (1− f)SΩ : (1(4) −D : CΩ)}−1 : ε0. (6.70)
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Das Ergebnis unterscheidet sich von der im Abschnitt 6.1 dargestellten Lösung für wechselwir-
kungsfreie Einschlüsse durch die Abhängigkeit der Verzerrung im Einschluss von seinem Volu-
menanteil. Für Volumenanteile f → 0 geht Gl. (6.69) in Gl. (6.18a) über. Auch für nach der
Effektive-Feld-Theorie getroffenen Annahmen gilt die zu Gl. (6.18) gemachte Anmerkung 6.1 be-
züglich der mittleren Verzerrungen im Falle spezieller Voraussetzungen.
6.2.2 Mittlerer Elastizitäts- und Nachgiebigkeitstensor
Vorgeschriebene Makrospannungen
Bei vorgeschriebenen Makrospannungen Σ = σ0 kann der mittlere Nachgiebigkeitstensor D nach
Gl. (6.60) aus den mittleren Spannungen in den Einschlüssen berechnet werden. Sind alle Ein-
schlüsse ellipsoidförmig und vom gleichen Typ Ω (Volumenanteil f ), folgt mit Gl. (6.63):
(
D−D) : σ0 = f (D−DΩ) : σΩ
= f
(
D−DΩ) : BΩ : (BΩ − (1− f)TΩ)−1 : σ0. (6.71)
Da die makroskopische Spannung σ0 beliebig wählbar ist, muss
D−D = f (D−DΩ) : BΩ : (BΩ − (1− f)TΩ)−1 (6.72)
gelten. Unter Verwendung der Beziehung (5.59) kann mit
(
D−DΩ) : BΩ = D (6.73)
Gl. (6.72) zusammengefasst werden:
D−D = f D : (BΩ − (1− f)TΩ)−1 . (6.74)
Der mittlere Nachgiebigkeitstensor ergibt sich zu
D = D :
{
1(4) − f (BΩ − (1− f)TΩ)−1
}
. (6.75)
Man vergleiche hierzu auch das Ergebnis für wechselwirkungsfreie Einschlüsse (Gl. (6.15)). Er-
setzt man BΩ durch seine Definition (Gl. (5.59)), folgt
D = D :
{
1(4) − f ((D−DΩ)−1 : D− (1− f)TΩ)−1
}
= D + f
{
(DΩ −D)−1 + (1− f)TΩ : C}−1 . (6.76)
Vorgeschriebene Makroverzerrungen
Wird für das RVE eine konstante Makroverzerrung E = ε0 vorgeschrieben, berechnet sich der
mittlere Elastizitätstensor C nach Gl. (6.65). Voraussetzung ist die Kenntnis der Verzerrungen εα
in den Einschlüssen. Für ellipsoidförmige Einschlüsse vom gleichen Typ Ω (Volumenanteil f ) folgt
mit Gl. (6.69):
(
C−C) : ε0 = f (C−CΩ) : εΩ,
= f
(
C−CΩ) : AΩ : (AΩ − (1− f)SΩ)−1 : ε0. (6.77)
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Da diese Beziehung für beliebige makroskopische Verzerrungen erfüllt sein muss, kann der mitt-
lere Elastizitätstensor des RVE bestimmt werden aus
C−C = f (C−CΩ) : AΩ : (AΩ − (1− f)SΩ)−1 . (6.78)
Mit Gl. (5.59) und daraus
(
C−CΩ) : AΩ = C (6.79)
kann der Ausdruck (6.78) weiter zusammengefasst werden zu
C−C = f C : (AΩ − (1− f)SΩ)−1 , (6.80)
woraus sich der mittlere Elastizitätstensor ergibt:
C = C :
{
1(4) − f (AΩ − (1− f)SΩ)−1
}
. (6.81)
Der Vergleich mit der Lösung für wechselwirkungsfreie Einschlüsse (Gl. (6.21)) zeigt gut die Ähn-
lichkeiten, aber auch den Unterschied in der Struktur der Ergebnisgleichung. Der Tensor AΩ lässt
sich über seine Definition (5.59) durch die elastischen Materialeigenschaften der Ausgangsmate-
rialien ersetzen, sodass C alternativ geschrieben werden kann als
C = C :
{
1(4) − f ((C−CΩ)−1 : C− (1− f)SΩ)−1
}
= C + f
{
(CΩ −C)−1 + (1− f)SΩ : D}−1 . (6.82)
Im Unterschied zu den Ausführungen im Abschnitt 6.1 zu den wechselwirkungsfreien Einschlüs-
sen ist es bei der hier diskutierten Effektive-Feld-Theorie nicht mehr möglich, den mittleren Nach-
giebigkeitstensor D über AΩ und SΩ bzw. den mittleren Elastizitätstensor C über BΩ und TΩ in
einer kompakten Form sinnvoll auszudrücken. Gleiches gilt für die mittleren Felder σα bzw. εα
im Einschluss. Bedingt ist dies durch den Faktor (1 − f) vor dem ESHELBY-Tensor bzw. seiner
konjugierten Größe. Aus diesem Grund und, weil sie nicht zum besseren Verständnis erforderlich
ist, wird hier auf die jeweilige Alternativdarstellung verzichtet. Über die im Abschnitt 5.3.4 dar-
gestellten allgemein gültigen Beziehungen zwischen SΩ und TΩ bzw. zwischen AΩ und BΩ ist
jederzeit die alternative Formulierung möglich.
Wie bereits bei den wechselwirkungsfreien Einschlüssen in Abschnitt 6.1.3 diskutiert, sind auch
bei der verbesserten Annahme nach der Effektive-Feld-Theorie der mittlere Nachgiebigkeitstensor
D und der mittlere Elastizitätstensor C nicht zueinander äquivalent. Das heißt D und C, ermit-
telt für die beiden Randbedingungen vorgeschriebener Makrospannungen und Makroverzerrungen,
sind nicht exakt die zueinander inversen Größen. Die in der Kontinuumsmechanik zu erfüllende
Bedingung C : D = 1(4) ist nur für kleine Volumenanteile f der Einschlüsse näherungsweise
erfüllt.
6.3 Der Ansatz einer Effektive-Medium-Theorie (selbstkonsistente Methode)
Wie beim Ansatz der Effektive-Feld-Theorie nach MORI-TANAKA berücksichtigt die sogenannte
selbstkonsistente Methode ebenfalls eine gegenseitige Wechselwirkung zwischen den einzelnen
Einschlüssen in einer Matrix auf eine gemittelte Art und Weise. Bei der Berechnung der mittleren
Spannungen σα und Verzerrungen εα eines typischen Einschlusses Ωα wird dieser näherungsweise
als ein einzelner Einschluss Ω in einem unbegrenzten Gebiet mit den noch unbekannten effektiven
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Abbildung 6.7: Modell zur Bestimmung der mittleren Felder im Einschluss nach der selbstkonsis-
tenten Methode
(mittleren) Eigenschaften des RVE betrachtet (Abb. 6.7). Man spricht deshalb in diesem Zusam-
menhang auch von einer Effektive-Medium-Theorie.
Da das zu homogenisierende Gebiet gedanklich unbegrenzt ist, ist es möglich, die an den Rän-
dern des Gebietes vorgeschriebenen homogenen Spannungen σ0 bzw. Verzerrungen ε0 durch den
mittleren Elastizitäts- bzw. Nachgiebigkeitstensor miteinander zu verknüpfen:
σ0 = C : ε0 bzw. ε0 = D : σ0. (6.83)
Entsprechend Gl. (5.64a) bzw. Gl. (5.64b) berechnen sich die mittleren Felder4 εα bzw. σα in Ωα
nach
εα = Aα :
(
Aα − Sα)−1 : ε0 bzw. (6.84a)
σα = Bα :
(
Bα −Tα)−1 : σ0, (6.84b)
wobei
Aα =
(
C−Cα)−1 : C und Bα = (D−Dα)−1 : D. (6.85)
Der Querstrich über den Tensoren Sα, Tα, Aα und Bα zeigt an, dass diese Größen für einen Ein-
schluss Ωα in einem Matrixgebiet mit den (noch unbekannten) mittleren elastischen Eigenschaften
C bzw. D des RVE aufzustellen sind. Wie bereits im Abschnitt 5.3.3 (Gln. (5.52)) diskutiert, lassen
sich der ESHELBY-Tensor Sα und seine konjugierte Größe Tα mit
Sα = 1(4) −D : Tα : C bzw. (6.86a)
Tα = 1(4) −C : Sα : C (6.86b)
ineinander überführen, und die Tensoren Aα und Bα erfüllen analog der Gln. (5.69) im Ab-
schnitt 5.3.4 die Beziehungen
Cα : Aα :
(
Aα − Sα)−1 : D = Bα : (Bα −Tα)−1 und (6.87a)
Dα : Bα :
(
Bα −Tα)−1 : C = Aα : (Aα − Sα)−1 . (6.87b)
4 Im Folgenden werden ellipsoidförmige Einschlüsse vorausgesetzt. Wegen εα = εα und σ α = σα wird auf die
Kennzeichnung der Mittelwertbildung durch den Querstrich verzichtet.
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Die Schwierigkeit bei der analytischen Umsetzung der selbstkonsistenten Methode liegt in der
Bestimmung von Sα bzw. Tα. Beide Tensoren werden für Einschlüsse ermittelt, die sich ge-
danklich in dem bereits homogenisierten makroskopischen Material befinden. Dieses makrosko-
pische Material besitzt im einfachsten Fall transversal-isotrope Eigenschaften (unidirektionale Fa-
serbewehrung), im Allgemeinen ist es gar anisotrop. Für den ESHELBY-Tensor existieren jedoch
keine geschlossenen analytischen Lösungen für eine anisotrope Matrix. In diesem Fall müssen
die Koordinaten von Sα (bzw. Tα) numerisch bestimmt werden. Ein Vorteil der Methode liegt
darin, dass im Gegensatz zu den beiden anderen Näherungsverfahren (wechselwirkungsfrei bzw.
Ansatz nach MORI-TANAKA) die aus den beiden Randbedingungen σ0 bzw. ε0 resultierenden
mittleren Nachgiebigkeits- bzw. Elastizitätstensoren jeweils die zueinander inversen Größen sind
[NEMAT-NASSER & HORI 1993]:
C−1(ε0) = D(σ0) bzw. D
−1
(σ0) = C(ε0). (6.88)
Daher wurde die Bezeichnung „selbstkonsistente Methode“ abgeleitet.
In dieser Arbeit wird die selbstkonsistente Methode nicht weiter verfolgt, sondern der analytisch
auswertbare Ansatz nach MORI-TANAKA favorisiert. Der Vollständigkeit halber werden hier aber
die Grundzüge der selbstkonsistenten Methode kurz umrissen. Da sich die Formeln zur Berech-
nung der mittleren elastischen Felder und Eigenschaften in gleicher Weise wie bei der wechselwir-
kungsfreien Methode ergeben und sich nur in den Koordinaten der zu verwendenden Tensoren S,
T, A und B unterscheiden, werden die nachfolgenden Ausführungen zu den beiden homogenen
Randbedingungen sehr kurz gehalten.
Vorgeschriebene Makrospannungen
Im Fall vorgeschriebener Makrospannungen Σ = σ0 wird die mittlere Spannung σα eines Ein-
schlusses Ωα durch die konstante Spannung eines einzelnen Einschlusses in einem unbegrenzten
Gebiet mit dem noch unbekannten Elastizitäts- bzw. Nachgiebigkeitstensor C bzw. D angenähert.
Analog den Gln. (6.10) kann σα mit
σα = Cα : Aα :
(
Aα − Sα)−1 : D : σ0 oder (6.89a)
σα = Bα :
(
Bα −Tα)−1 : σ0 (6.89b)
in Abhängigkeit von σ0 ausgedrückt werden. Der mittlere Nachgiebigkeitstensor berechnet sich
für beliebige σ0 entsprechend den Gln. (6.11) nach
D = D +
n∑
α=1
fα (D−Dα) : Cα : Aα :
(
Aα − Sα)−1 : D oder (6.90a)
D = D +
n∑
α=1
fα (D−Dα) : Bα :
(
Bα −Tα)−1 . (6.90b)
Eine Vereinfachung analog Gln. (6.12) zu einem verkürzten Ausdruck wie in den Gleichungen
(6.14) ist nicht möglich.
Vorgeschriebene Makroverzerrungen
Werden über das RVE makroskopische Verzerrungen E = ε0 vorgeschrieben, lassen sich die
mittleren Verzerrungen im Einschluss Ωα in ähnlicher Weise wie in Gln. (6.18) über ε0 ausdrücken:
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εα = Aα :
(
Aα − Sα)−1 : ε0 oder (6.91a)
εα = Dα : Bα :
(
Bα −Tα)−1 : C : ε0. (6.91b)
Einsetzen der Gln. (6.91) in Gl.(5.28a) liefert den mittleren Elastizitätstensor (vergleiche auch
Gln. (6.19a) und (6.19c)):
C = C +
n∑
α=1
fα (C
α −C) : Aα : (Aα − Sα)−1 oder (6.92a)
C = C +
n∑
α=1
fα (C
α −C) : Dα : Bα : (Bα −Tα)−1 : C. (6.92b)
Vereinfachungen wie in Gl. (6.19b) und Gl. (6.19d) sind nicht möglich.
6.4 Zur Symmetrie des mittleren Elastizitäts- und Nachgiebigkeitstensors
Es wird davon ausgegangen, dass sich ein RVE, bestehend aus einer linear elastischen und homo-
genen Matrix sowie einer beliebigen Anzahl linear elastischer und jeweils homogener Einschlüsse,
auf seiner makroskopischen Ebene ebenfalls linear elastisch verhält. Das heißt, die durch Homo-
genisierung bestimmten mittleren Elastizitäts- und Nachgiebigkeitstensoren C und D beschreiben
auf der Makroebene ein linear elastisches Materialverhalten. Für ein solches Materialverhalten
fordert die Kontinuumsmechanik die Symmetrie von C und D (Abschnitt 2.2.1). Da der für die
Homogenisierung verwendete ESHELBY-Tensor (bzw. seine Konjugierte) nur symmetrisch in den
vorderen und hinteren Indizes (Untersymmetrien), aber nicht hinsichtlich einer Vertauschung der
vorderen und hinteren Indizes (Hauptsymmetrie) ist (Abschnitt 5.3.3), können vorerst von den C-
und D-Tensoren nur die Symmetrieeigenschaften
Cijkl = Cjikl = Cijlk und Dijkl = Djikl = Dijlk (6.93)
erwartet werden, jedoch nicht notwendiger Weise Cijkl = Cklij und Dijkl = Dklij . Um ein kon-
tinuumsmechanisch konsistentes linear elastisches Materialgesetz auf der Makroebene zu formu-
lieren, werden der Elastizitäts- und Nachgiebigkeitstensor C und D genau so definiert, dass das
elastische Potential W des homogenisierten RVE identisch mit dem des heterogenen Körpers ist.
Dies bedeutet im Fall einer vorgeschriebenen Makroverzerrung
W (ε0) ≡ 〈W 〉 = 1
2
〈σ : ε〉 = 1
2
σ : ε0 =
1
2
ε0 : C : ε0 (6.94)
und im Fall einer vorgeschriebenen Makrospannung
W (σ0) ≡ 〈W 〉 = 1
2
〈σ : ε〉 = 1
2
σ0 : ε = σ0 : D : σ0. (6.95)
Die auf diese Weise definierten Tensoren C und D erfüllen neben den Symmetriebedingungen
(6.93) auch die Hauptsymmetrien Cijkl = Cklij und Dijkl = Dklij .
Sind Makroverzerrungen E = ε0 vorgeschrieben, kann die daraus resultierende Spannung σ un-
ter Anwendung der für alle bisher betrachteten Homogenisierungsansätze gültigen allgemeinen
Gleichung (5.30) formuliert werden als:
σ = C : ε0 =
(
C−
n∑
α=1
fαC : J
α
)
: ε0. (6.96)
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Die linksseitigen Multiplikation mit ε0 führt zu der exakten Beziehung
ε0 : C : ε0 = ε0 :
(
C−
n∑
α=1
fαC : J
α
)
: ε0, (6.97)
die für jede konstante vorgeschriebene Verzerrung ε0 erfüllt sein muss. Demnach folgt im Ver-
gleich mit dem in Gl. (6.94) über das elastische Potential definierten symmetrischen mittleren
Elastizitätstensor C des RVE, dass dieser zu berechnen ist nach
C = sym
(
C−
n∑
α=1
fαC : J
α
)
. (6.98)
Die Abkürzung sym kennzeichnet den symmetrischen Teil des in Klammern stehenden Argu-
ments. Dieses Ergebnis ist exakt für jedes linear elastische RVE. Auch wenn der Tensor Jα für
die betrachteten Homogenisierungsansätze nicht explizit ausgewertet wurde, so ist er über
Jα : ε0 = (Dα −D) : σα = (Dα −D) : Cα : εα = (Aα)−1 : εα (6.99)
nach Gl. (5.29a) für die bekannten Verzerrungen im Einschluss εα leicht realisierbar. Für wechsel-
wirkungsfreie Einschlüsse berechnet sich Jα mit Gl. (6.18a) zu
Jα = (Dα −D) : Cα : Aα : (Aα − Sα)−1 = (Aα − Sα)−1 . (6.100)
Ein gleiches Ergebnis wurde bereits in Abschnitt 5.3.6 ermittelt, wo die selben Annahmen (einzel-
ner ellipsoidförmiger Einschluss in einem unendlich ausgedehnten Gebiet) vorausgesetzt wurden.
Somit folgt für wechselwirkungsfreie Einschlüsse
C = sym
(
C−
n∑
α=1
fαC : (A
α − Sα)−1
)
. (6.101)
In gleicher Weise ergeben sich für die Effektive-Medium-Theorie (selbstkonsistente Methode)
nach Gl. (6.92a):
C = sym
(
C +
n∑
α=1
fα (C
α −C) : Aα : (Aα − Sα)−1
)
(6.102)
und für die Effektive-Feld-Theorie (MORI-TANAKA-Methode) für einen einzelnen Einschluss Ω
nach Gl. (6.81):
C = sym
(
C− f C : (AΩ − (1− f)SΩ)−1
)
. (6.103)
Allgemein lässt sich sagen, dass der über das elastische Potential des homogenisierten RVE de-
finierte symmetrische Elastizitätstensor C in Gl. (6.94) bzw. der Nachgiebigkeitstensor D in
Gl. (6.95) der symmetrische Anteil der durch die allgemeinen exakten Beziehungen (5.28) bzw.
(5.16) definierten mittleren Materialtensoren ist. Da die betrachteten Homogenisierungsansätze
Näherungsannahmen hinsichtlich der Berechnung der mittleren elastischen Felder in den Ein-
schlüssen beinhalten, ist der Verlust der Symmetrieeigenschaften möglich.
In einer analogen Weise wie für den mittleren Elastizitätstensor C gezeigt, ergibt sich auch der in
Gl. (6.95) definierte mittlere Nachgiebigkeitstensor D als symmetrischer Anteil der Lösungen für
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die betrachteten Homogenisierungsansätze bei einer vorgeschriebenen Makrospannung. Auf seine
Darstellung und die jeweils alternativ möglichen Schreibweisen mit Hilfe der Tensorenpaare SΩ
und AΩ bzw. TΩ und BΩ wird hier verzichtet.
Wie bereits erwähnt, sind SΩ und TΩ nicht vollständig symmetrisch, aber bestimmte Produkte
mit den Tensoren C bzw. D des linear elastischen Matrixmaterials erfüllen die Symmetrieeigen-
schaften (5.55). Die Tensoren AΩ und BΩ sind gemäß ihrer Definition in Gln. (5.59) symmetrisch.
Damit ist leicht einzusehen, dass C und D beim Ansatz wechselwirkungsfreier Einschlüsse und
der Effektive-Feld-Theorie für einen einzelnen Einschluss immer symmetrisch sind. Bezug neh-
mend auf die Gleichungen (6.101) und (6.103) bedeutet dies:
sym
(
C−
n∑
α=1
fαC : (A
α − Sα)−1
)
= C−
n∑
α=1
fαC : (A
α − Sα)−1 und (6.104)
sym
(
C− f C : (AΩ − (1− f)SΩ)−1
)
= C− f C : (AΩ − (1− f)SΩ)−1 . (6.105)
Im Gegensatz dazu sind die mittleren Tensoren C und D nach der Effektive-Medium-Theorie nicht
symmetrisch (siehe u.a. Klammerinhalt in Gl. (6.102)). Wie im Abschnitt 7 noch diskutiert wird,
verlieren auch bei der Effektive-Feld-Theorie C und D im Falle des Vorhandenseins mehrerer
unterschiedlicher Einschlüsse Ωα ihre Symmetrieeigenschaften.
7 Multidirektionale Bewehrungen
Die Bestimmung mittlerer, elastischer Materialeigenschaften für Verbundwerkstoffe mit multidi-
rektionaler (mehraxialer) Faserbewehrung erfordert die Homogenisierung repräsentativer Volu-
menelemente mit mehreren unterschiedlich ausgerichteten Einschlüssen Ωα. Dabei finden je nach
vorgeschriebener Randbedingung die exakten Beziehungen (5.28) bzw. (5.16) Verwendung:
(
C−C) : ε0 =
n∑
α=1
fα (C−Cα) : εα, (7.1)
(
D−D) : σ0 =
n∑
α=1
fα (D−Dα) : σα. (7.2)
Hier werden die unterschiedlich ausgerichteten Bewehrungen näherungsweise als in einer Ebe-
ne liegend betrachtet. Das tatsächliche Übereinanderliegen der Rovings wird nicht berücksichtigt.
Daraus entstehende Krümmungsterme werden vernachlässigt. In der Tat liegen die Rovings der
Bewehrung fast in einer Ebene, da sie zu multiaxialen, textilen Bewehrungsstrukturen verarbeitet
werden (Abb. 1.4). Es handelt sich also nicht um eine mehrlagige Bewehrung im Sinn der Bedeu-
tung des Wortes Mehrlagigkeit.
Wesentliches Ziel dieses Abschnittes wird es sein, die mittleren elastischen Felder im Ein-
schluss εα bzw. σ α zu bestimmen. Für ellipsoidförmige Einschlüsse liefert die Grundlösung nach
ESHELBY (Abschnitt 5.3.3) den entscheidenden mikromechanischen Zugang. Da in ellipsoidför-
migen Einschlüssen unter den hier betrachteten Voraussetzungen die Verzerrungen und Spannun-
gen homogen sind, kann auf die Kennzeichnung der Mittelwertbildung verzichtet werden, d.h.
εα = εα, σ α = σα. Im Folgenden wird die Effektive-Feld-Theorie (Abschnitt 6.2) verwendet.
Dabei erfolgt aber eine Einschränkung auf die Randbedingung der vorgeschriebenen Makrover-
zerrungen E = ε0. Die Entscheidung für die Effektive-Feld-Theorie wurde getroffen, weil die
Annahme wechselwirkungsfreier Einschlüsse keinerlei Beeinflussungen zwischen den Rovings
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berücksichtigt (Abschnitt 6.1) und bei der Effektive-Medium-Theorie (Abschnitt 6.3) wegen des
Fehlens des ESHELBY-Tensors für anisotrope Materialien in expliziter Darstellung keine vollstän-
dige analytische Lösung möglich ist.
Die Lösung auf Basis der Effektive-Feld-Theorie ist genauer als der wechselwirkungsfreie Ansatz,
aber insbesondere für Einschlüsse Ωα unterschiedlichen Typs (unterschiedliche Form, Ausrich-
tung oder elastische Eigenschaften) auch deutlich aufwändiger. In diesem Modell hängt die Ver-
zerrung eines Einschlusses von der mittleren Verzerrung in der Matrix – und damit indirekt von
den Verzerrungen der anderen Einschlüsse – ab. Wie bereits im Abschnitt 6.2 dargelegt, scheint
eine allgemeine Formulierung für eine beliebige Anzahl n verschiedener Einschlüsse Ωα vorerst
nicht möglich. Im Folgenden werden die praktisch relevanten Fälle n = 2 und n = 3 betrachtet,
was der bidirektionalen und tridirektionalen Bewehrungsanordnung entspricht. Eine Erweiterung
auf multidirektionale Bewehrungen mit n > 3 ist relativ einfach möglich. Bei den untersuch-
ten bi- und tridirektionalen Bewehrungen wird im Folgenden (Abschnitt 7.1 und 7.2) eine klare
Ergebnisstruktur sichtbar, die ohne nennenswerten mathematischen Aufwand auf komplexere Be-
wehrungsanordnungen übertragbar ist. Im Abschnitt 7.3 wird eine Verallgemeinerung auf n ver-
schiedene Einschlüsse Ωα, und damit für eine multidirektionale Bewehrungsstruktur mit beliebig
vielen Faserorientierungen getroffen – allerdings ohne eine ausführliche Herleitung oder einen
mathematischen Beweis für die Verallgemeinerbarkeit.
7.1 Bidirektionale Bewehrung
7.1.1 Mittlere Felder und mittlere elastische Eigenschaften bei vorgeschriebenen Makro-
verzerrungen
Gemäß Gl. (6.68) folgt für zwei ellipsoidförmige Einschlüsse α = 1, 2
fmε
1 = A1 :
(
A1 − S1)−1 : (ε0 − f1ε1 − f2ε2
)
und (7.3a)
fmε
2 = A2 :
(
A2 − S2)−1 : (ε0 − f1ε1 − f2ε2
) 5, (7.3b)
mit dem Volumenanteil der Matrix
fm = (1− f1 − f2). (7.4)
Sortiert nach den mittleren Verzerrungen ε1 und ε2 der beiden Einschlüsse lauten die Gleichungen
ε1 =
(
fm1
(4) + f1A
1 : (A1 − S1)−1)−1 : A1 : (A1 − S1)−1 : (ε0 − f2ε2
)
, (7.5a)
ε2 =
(
fm1
(4) + f2A
2 : (A2 − S2)−1)−1 : A2 : (A2 − S2)−1 : (ε0 − f1ε1
)
. (7.5b)
Unter Einführung eines Tensors vierter Stufe Kα für die Inverse des Tensorprodukts auf der rechten
Seite
(Kα)−1 =
(
fm 1
(4) + fαA
α : (Aα − Sα)−1)−1 : Aα : (Aα − Sα)−1
=
(
fm (A
α)−1 + fα (Aα − Sα)−1
)−1
: (Aα − Sα)−1
=
(
fm (A
α − Sα) : (Aα)−1 + fα 1(4)
)−1
=
(
(fm + fα)1
(4) − fm Sα : (Aα)−1
)−1 (7.6)
5 Der Exponent .2 bedeutet hier und im Folgenden nicht die Potenz 2, sondern kennzeichnet den Einschluss α = 2.
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folgt bei Auflösung der Gln. (7.5) das zu lösende lineare Gleichungssystem
ε0 = K1 : ε1 + f2 : ε
2 (7.7a)
ε0 = f1ε
1 + K2 : ε2 (7.7b)
mit
K1 = (1− f2)1(4) − fm S1 :
(
A1
)−1 (7.8a)
= (1− f2)1(4) − fm S1 :
(
1(4) −D : C1) und (7.8b)
K2 = (1− f1)1(4) − fm S2 :
(
A2
)−1 (7.8c)
= (1− f1)1(4) − fm S2 :
(
1(4) −D : C2) . (7.8d)
Die Differenz der Gln. (7.7a) und (7.7b) liefert die Beziehung zwischen den mittleren Verzerrungen
ε1 und ε2
(
K1 − f11(4)
)
: ε1 =
(
K2 − f21(4)
)
: ε2. (7.9)
Mit Gl. (7.9) und den Gln (7.7) erhält man die Bestimmungsgleichungen für die Verzerrungen ε1
bzw. ε2 der beiden Einschlüsse in Abhängigkeit der vorgeschriebenen Makroverzerrung ε0:
ε1 =
{
K1 + f2
(
K2 − f21(4)
)−1
:
(
K1 − f11(4)
)}−1
: ε0 (7.10a)
=
(
K2 : K1 − f1f2 1(4)
)−1
:
(
K2 − f21(4)
)
: ε0 bzw. (7.10b)
ε2 =
{
K2 + f1
(
K1 − f11(4)
)−1
:
(
K2 − f21(4)
)}−1
: ε0 (7.10c)
=
(
K1 : K2 − f1f2 1(4)
)−1
:
(
K1 − f11(4)
)
: ε0. (7.10d)
Für einen einzelnen Einschluss (f2 = 0) gehen Gl. (7.7a) bzw. Gl. (7.10a) leicht erkennbar in die
dafür im Abschnitt 6.2.1 hergeleiteten Gln. (6.69) bzw. (6.70) über. Zwar ließe sich trotz f2 = 0
eine „fiktive“ Verzerrung ε2 berechnen, diese hat aber wegen f2 = 0 auf den mittleren Elastizi-
tätstensor keinen Einfluss (siehe Gl. (7.11)). Setzt man zusätzlich C2 = C (das ist bei f2 = 0 die
logische Folge), wird ε2 = εm. Bei der Anwendung dieser Gleichungen ist zu beachten, dass alle
Tensoren im selben Koordinatensystem – zum Beispiel im globalen Koordinatensystem des RVE,
in dem die Makroverzerrung ε0 gegeben ist – formuliert werden müssen. Es sind also entspre-
chende tensorielle Koordinatentransformationen (Abschnitt 2.2.4) durchzuführen. Unter bestimm-
ten Voraussetzungen (siehe Anmerkung 6.1 im Abschnitt 6.1.2) werden die Tensoren Kα in den
Gln. (7.8) und damit auch die mittleren Verzerrungen in den Konstituenten unabhängig von den
Elastizitätsmoduln der Ausgangsmaterialien.
Durch Einsetzen der mittleren Verzerrungen nach Gl. (7.10b) und Gl. (7.10d) in Gl. (7.1) zur
Berechnung des mittleren Elastizitätstensors C (für ellipsoidförmige Einschlüsse gilt εα = εα)
folgt:
(
C−C) : ε0 =f1
(
C−C1) : ε1 + f2
(
C−C2) : ε2 (7.11)
=f1
(
C−C1) : (K2 : K1 − f1f2 1(4)
)−1
:
(
K2 − f21(4)
)
: ε0
+ f2
(
C−C2) : (K1 : K2 − f1f2 1(4)
)−1
:
(
K1 − f11(4)
)
: ε0. (7.12)
Da die Gl. (7.12) für beliebige ε0 erfüllt sein muss, gilt
(
C−C) =f1
(
C−C1) : (K2 : K1 − f1f2 1(4)
)−1
:
(
K2 − f21(4)
)
+ f2
(
C−C2) : (K1 : K2 − f1f2 1(4)
)−1
:
(
K1 − f11(4)
)
, (7.13)
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woraus man durch Umstellung die Bestimmungsgleichung für den mittleren Elastizitätstensor C
erhält:
C =C + f1
(
C1 −C) : (K2 : K1 − f1f2 1(4)
)−1
:
(
K2 − f21(4)
)
+ f2
(
C2 −C) : (K1 : K2 − f1f2 1(4)
)−1
:
(
K1 − f11(4)
)
. (7.14)
Eine sinnvolle Zusammenfassung bzw. Verkürzung des Ausdrucks (7.14) ist nicht möglich. Auch
die Wahl gleicher elastischer Eigenschaften (C1 = C2) und einer gleichen Form (S1 = S2) führt
wegen der unterschiedlichen Orientierungen der Einschlüsse zu keiner weiteren Vereinfachung.
Es wurde bei der Aufstellung von Gl. (7.14) darauf geachtet, dass bei der späteren numerischen
Auswertung möglichst wenige der aufwändigeren Invertierungen erforderlich sind.
Im Hinblick auf einen späteren Vergleich der Gl. (7.14) für C mit der Lösung für tridirektionale
Bewehrungen (Abschnitt 7.2) kann mit den Gln. (7.10a) und (7.10c) auch alternativ geschrieben
werden:
C =C + f1
(
C1 −C) :
{
K1 + f2
(
K2 − f21(4)
)−1
:
(
K1 − f11(4)
)}−1
+ f2
(
C2 −C) :
{
K2 + f1
(
K1 − f11(4)
)−1
:
(
K2 − f21(4)
)}−1
. (7.15)
Wie bereits in Abschnitt 6.4 dargelegt, ist im Allgemeinen nicht zu erwarten, dass C die Symme-
triebedingung Cijkl = Cklij erfüllt. Wie dort gezeigt, gilt aber beim Ansatz der Effektive-Feld-
Theorie für einen einzelnen Einschluss Ω die Symmetrie von C (Gl. (6.105)). Für zwei unter-
schiedlich ausgerichtete Einschlüsse Ω1 und Ω2 ist dies jedoch allgemein nicht mehr erfüllt – auch
nicht für identische elastische Materialeigenschaften C1 = C2 und identische Volumenanteile
f1 = f2. Bereits die Tensoren K1 und K2 in den Gln. (7.8) sind nicht symmetrisch, und auch die
Produkte zwischen den Tensoren in Gl. (7.14) sind nicht symmetrisch.
7.1.2 Beispiel: bidirektionale Roving-Bewehrung in einer isotropen Feinbetonmatrix
Ziel des folgenden Abschnittes ist die Ermittlung der mittleren elastischen Materialeigenschaf-
ten von Textilbeton, bestehend aus einer isotropen Feinbetonmatrix und einer bidirektionalen Be-
wehrung aus transversal-isotropen Rovings. Alle Konstituenten sollen sich linear elastisch verhal-
ten. Grundlage für die Homogenisierung sind die im Abschnitt 7.1.1 bereitgestellten Gleichungen.
Für die numerische Umsetzung wird von der tensoriellen Formulierung zur Vektor- bzw. Matrix-
schreibweise übergegangen, die mit eckigen Klammern [.] gekennzeichnet ist. Mit dem hochge-
stellten m über Vektoren bzw. Matrizen sind die entsprechenden Größen im jeweiligen Material-
koordinatensystem (hier im Koordinatensystem des jeweils betrachteten Roving mit der Faserachse
als x3-Achse) gekennzeichnet.
Nach den im Abschnitt 3.1 gemachten Annahmen für das effektive Bündelverhalten eines einzel-
nen Roving besitzen die Rovings α = 1, 2 die im Materialkoordinatensystem in der Matrix [
m
Cα]
dargestellten elastischen Eigenschaften
[
m
Cα
]
=


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 Eαr 0 0 0
0 0 0 Gα3 0 0
0 0 0 0 Gα3 0
0 0 0 0 0 0


. (7.16)
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Da sich die Feinbetonmatrix isotrop verhält, braucht sie nicht transformiert zu werden. Ihre linear
elastischen Eigenschaften, dargestellt in der Matrix [C], lauten
[C] =
[
m
C
]
=
E
1 + ν


(1−ν)
(1−2ν)
ν
(1−2ν)
ν
(1−2ν) 0 0 0
(1−ν)
(1−2ν)
ν
(1−2ν) 0 0 0
(1−ν)
(1−2ν) 0 0 0
S 1
2
0 0
Y 1
2
0
M 1
2


. (7.17)
Für den allgemeinen Roving mit elliptischem Querschnitt sind folgende Maßzahlen des ESHELBY-
Tensors, dargestellt in Matrixschreibweise, verschieden von null:
[
m
Sα
]
=


Sα11 S
α
12 S
α
13 0 0 0
Sα21 S
α
22 S
α
23 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 Sα44 0 0
0 0 0 0 Sα55 0
0 0 0 0 0 Sα66


. (7.18)
Die Maßzahlen des ESHELBY-Tensors im Koordinatensystem des Roving (x3-Achse = Faserachse)
können Gl. (5.84) entnommen werden. Im Sonderfall von Rovings mit kreisförmigen Querschnitt
vereinfachen sich die von null verschiedenen Komponenten entsprechend Gl. (5.85).
Bei der für die folgenden Ableitungen angenommenen Ausrichtung der Rovings bezüglich des
Koordinatensystems des RVE, das als globales Bezugskoordinatensystem gewählt wird, erfolgt
eine Beschränkung auf Faserorientierungen innerhalb der (x2, x3)-Ebene (Rotation des Roving-
Koordinatensystems um die x1-Achse). Die Winkel zwischen der x3-Achse des RVE und der je-
weiligen Rovingachse werden mit α1 bzw. α2 bezeichnet (Abb. 7.1) Entsprechend Abschnitt 2.2.4,
x2
x3
x1
®2
®1
Abbildung 7.1: RVE mit bidirektionaler Rovingbewehrung
Gl. (2.95), lautet die 3x3-Transformationsmatrix für eine Rotation mit dem Winkel α um die x1-
Achse
[Qα] =


1 0 0
0 cosαα sinαα
0 − sinαα cosαα

 (7.19)
mit den in Abb. 7.1 definierten Richtungen αα. Neben der bereits im Abschnitt 6.1.4 verwendeten
Rotationsmatrix [Qε] (Gl. (6.33)) wird jetzt auch [Qσ], allgemein definiert in Gl. (2.73), benötigt.
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Mit [Qα] nach Gl. (7.19) lautet die Matrix [Qσ]:
[Qσ,α] =


1 0 0 0 0 0
0 cos2 αα sin
2 αα 2 sinαα cosαα 0 0
0 sin2 αα cos
2 αα −2 sinαα cosαα 0 0
0 − sinαα cosαα sinαα cosαα cos2 αα − sin2 αα 0 0
0 0 0 0 cosαα − sinαα
0 0 0 0 sinαα cosαα


.
(7.20)
Die für die Homogenisierung benötigten Ausgangsgrößen werden im jeweiligen Materialkoordi-
natensystem formuliert und anschließend in das Koordinatensystem des RVE transformiert, wobei
die Transformationsgleichungen
[
RV E
Cα
]
= [Qε,α]T
[
m
Cα
]
[Qε,α],
[
RV E
Sα
]
= [Qσ,α]T
[
m
Sα
]
[Qε,α] und
[
RV E
Aα
]
= [Qσ,α]T
[
m
Aα
]
[Qε,α] (7.21)
verwendet werden (siehe auch Gln. (2.88), (6.39) und (6.49)). Die Transformation von [Aα] kann
auch umgangen werden, da A gemäß Gl. (5.59) über die elastischen Eigenschaften des Einschlus-
ses und der umgebenden Matrix definiert ist. Die Matrizen [
m
Kα] berechnen sich entsprechend der
Gl. (7.8) zu
[
RV E
K1
]
= (1− f2) [1]− fm
[
RV E
S1
](
[1]− [D]
[
RV E
C1
])
= (1− f2) [1]
− fm
[
Qσ,1
]T [ m
S1
] [
Qε,1
](
[1]− [Qσ,1]T [D] [Qσ,1] [Qε,1]T
[
m
C1
] [
Qε,1
])
= (1− f2) [1]− fm
[
Qσ,1
]T [ m
S1
] [
Qε,1
] [
Qσ,1
]T (
[1]− [D]
[
m
C1
]) [
Qε,1
] 6
=
[
Qσ,1
]T {
(1− f2) [1]− fm
[
m
S1
](
[1]− [D]
[
m
C1
])}[
Qε,1
] (7.22a)
bzw. analog
[
RV E
K2
]
=
[
Qσ,2
]T {
(1− f1) [1]− fm
[
m
S2
](
[1]− [D]
[
m
C2
])}[
Qε,2
]
. (7.22b)
Alternativ ließen sich [K1] und [K2] auch zuerst im Materialkoordinatensystem berechnen und
anschließend in das RVE-Koordinatensystem transformieren. Die Transformation der [Kα] erfolgt
genau wie die der ESHELBY-Matrizen [Sα] und der Matrizen [Aα] (siehe Abschnitt 6.1.5) und
lautet
[
RV E
Kα
]
= [Qσ,α]T
[
m
Kα
]
[Qε,α] . (7.23)
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Sind alle Matrizen in das Koordinatensystem des RVE transformiert, erfolgt die Berechnung der
mittleren Elastizitätsmatrix nach Gl. (7.14), wobei im Weiteren aus Gründen der Übersichtlichkeit
auf die Kennzeichnung des Koordinatensystems durch ein hochgestelltes RV E verzichtet wird:
[
C
]
=[C]− f1
(
[C]− [C1]) ([K2] [K1]− f1f2 [1]
)−1 ([
K2
]− f2 [1]
)
− f2
(
[C]− [C2]) ([K1] [K2]− f1f2 [1]
)−1 ([
K1
]− f1 [1]
)
. (7.24)
Nachdem die erforderlichen Matrizen bereitgestellt sind, soll nun der Einfluss des Neigungswin-
kels der beiden Rovings auf die mittleren elastischen Eigenschaften untersucht werden. Hierfür
werden wie schon im Abschnitt 6.1.4 folgende elastische Eigenschaften für die Rovings und die
Feinbetonmatrix angenommen:
Elastizitätsmodul des Roving in Faserrichtung Er = 76 000N/mm2,
Schubmodul in der Rovingebene G3 = 0,
Geometrie des Rovingquerschnitts a2 = a1,
Elastizitätsmodul der Matrix Em = 30 000N/mm2,
Querdehnzahl der Matrix νm = 0, 20.
(7.25)
Beide Rovings besitzen die gleichen elastischen Eigenschaften
[
m
C1
]
=
[
m
C2
]
=
[
m
Cr
]
, (7.26)
und wegen der gleichen Querschnittsform gilt:
[
m
S1
]
=
[
m
S2
]
=
[
m
Sr
]
. (7.27)
Schubspannungen zwischen den Filamenten werden vernachlässigt, und eine Unterscheidung zwi-
schen Zug und Druck in Faserrichtung wird nicht getroffen. Mit den Materialparametern nach
Gl. (7.25) ergeben sich auch hier die bereits in den Gln. (6.27), (6.28) und (6.29) angegebenen Ma-
trizen. Die Neigung der Faserachsen α1 und α2 und der Faservolumenanteil sollen variiert werden,
wobei jeweils
f1 = f2 (7.28)
gelten soll. Bei der praktischen Anwendung textiler Bewehrungsstrukturen in flächigen Feinbeton-
bauteilen interessieren insbesondere die Materialeigenschaften des Verbundmaterials in der Ebene
der Bewehrung. Aus diesem Grund und, um den Umfang der Ergebnisauswertung einzugrenzen,
wird die Darstellung der Ergebnisse auf diejenigen Elemente der mittleren Elastizitätsmatrix be-
schränkt, die das Verhalten in der (x2, x3)-Ebene des RVE-Koordinatensystems charakterisieren:


C22 C23 C24
C32 C33 C34
C42 C43 C44

 . (7.29)
Folgende Winkelkombinationen α1/α2 für die Faserorientierung werden untersucht (siehe
Abb. 7.2): 0◦/90◦, −30◦/30◦, −45◦/45◦ und −60◦/60◦. Jeweils zwei der gewählten Kombinatio-
nen lassen sich durch Koordinatentransformation ineinander überführen, und zwar −30◦/30◦ ⇔
6 Hier wurden die Isotropie der Matrix in der Transformationsbeziehung (2.93) sowie die Beziehungen (2.86) ausge-
nutzt.
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−60◦/60◦ bzw. 0◦/90◦ ⇔ −45◦/45◦. Die hier dargestellten Ergebnisse wurden hinsichtlich dieses
Transformationsverhaltens überprüft. Als eine weitere Kontrollmöglichkeit werden zusätzlich die
Orientierungen 0◦/0◦ und 90◦/90◦ (durch Koordinatentransformation um 90◦ ineinander überführ-
bar) in die Untersuchungen einbezogen, die der Lösung für eine unidirektionale Bewehrung mit
f = f1 + f2 entsprechen.
(a) 0◦/90◦
30˚ 30˚
(b) −30◦/30◦
45˚ 45˚
(c) −45◦/45◦
60˚ 60˚
(d) −60◦/60◦
Abbildung 7.2: Bidirektionale Bewehrung: untersuchte Rovingorientierungen
Da im Allgemeinen die Symmetrie Cij = Cji nicht erfüllt ist, aber für die kontinuumsmechanische
Formulierung auf der makroskopischen Ebene sichergestellt sein muss (siehe Abschnitt 6.4), wer-
den die unsymmetrischen Elemente von [C] durch arithmetische Mittelwertbildung symmetrisiert,
siehe auch Gl. (2.14):
C23 = C32 :=
C23 + C32
2
, C24 = C42 :=
C24 + C42
2
, C34 = C43 :=
C34 + C43
2
.
(7.30)
Die sich dabei ergebenden Abweichungen in der Symmetrie von C sind sehr gering und liegen für
die untersuchten Geometrien bei maximal 0, 6% (für eine Faserorientierung von −30◦/30◦ und
jeweils 5% Faservolumenanteil). Für die Faserorientierungen 0◦/0◦ und 90◦/90◦ wird erwartungs-
gemäß die Symmetrie von C exakt erfüllt, da sich diese Fälle auf eine unidirektionale Bewehrung
mit f = f1+f2 reduzieren lassen, und das Homogenisierungsverfahren dann einen symmetrischen
mittleren Elastizitätstensor liefert (Gl. (6.105)).
Eine bidirektionale Bewehrung liefert für f1 = f2 immer ein mittleres orthotropes Materialver-
halten. Im Unterschied zu den geringfügigen Abweichungen in der Symmetrie von C wird die
Orthotropie des durch das verwendete Homogenisierungsverfahren ermittelten mittleren Elastizi-
tätstensors C exakt erfüllt. Für die betrachteten Verbundmaterialien ist das Koordinatensystem des
RVE gleichzeitig das Material-Hauptachsensystem. In Abb. 7.3 ist dargestellt, wie sich die Kom-
ponenten C22, C23, C33 und C44 der mittleren Elastizitätsmatrix, die das mittlere elastische Ver-
halten in der Ebene der Bewehrung beschreiben, mit steigendem Faservolumenanteil f = f1 = f2
verändern.
Bei einer Betrachtung der Ergebnisse (Abb. 7.3) fällt sofort auf, dass eine Bewehrung fast immer
zur Abnahme der mittleren Steifigkeiten im Vergleich zum unbewehrten Feinbeton führt. Das ist
begründet in den besonderen elastischen Eigenschaften der Rovings, die als loses Bündel von Ein-
zelfilamenten keine Kräfte senkrecht zu ihrer Längsachse übertragen können. Für die hier unter-
suchten Winkelkombinationen erhöhen sich die mittleren Elastizitätskonstanten nur dann, wenn
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Abbildung 7.3: Bidirektionale Bewehrung: Abhängigkeit der mittleren elastischen Eigenschaften
von Faserorientierung und Faservolumenanteil
7.1 Bidirektionale Bewehrung 91
beide Bewehrungen in der entsprechenden Richtung ausgerichtet sind (zumindest für die hier
gewählten Volumenanteile f1 = f2 = f ), also C22 erhöht sich nur für die Winkelkombination
90◦/90◦ und C33 nur für 0◦/0◦ (Abb. 7.3(a) bzw. 7.3(c)). Der Schubmodul (C44) in der (x2, x3)-
Ebene verringert sich immer.
Bei der Optimierung von Menge und Ausrichtung der Bewehrung bei der praktischen Anwendung
ist deshalb darauf zu achten, dass nicht mehr als die unbedingt erforderliche Menge an konstruktiv
bedingter Querbewehrung vorhanden ist. Auch sollte die Hauptbewehrung möglichst gut entspre-
chend der Beanspruchungsrichtung ausgerichtet werden. Während im Stahlbetonbau eine ungün-
stig gewählte Bewehrungsausrichtung meist nur eine unökonomische Ausnutzung des recht teuren
Stahls zur Folge hat, führt eine schlecht gewählte Rovingbewehrung zu einer Verschlechterung der
mittleren elastischen Eigenschaften des Verbundmaterials. Uniaxiale Zugversuche an bidirektio-
nal bewehrten Dehnkörpern zeigen, dass die Schwächung des Verbundmaterials durch die Quer-
bewehrung so wesentlich ist, dass die Rissbildung an der Querbewehrung erfolgt [JESSE 2004].
Experimentelle Untersuchungen zu Schubbeanspruchungen führen desweiteren zu der Erkenntnis,
dass die kritische Versagensfläche in der Regel genau die Ebene der eingelegten Bewehrung ist
[CURBACH & ORTLEPP 2003].
Bei der Herstellung textiler Bewehrungsstrukturen für den Baustoff Textilbeton werden bidirektio-
nale Gelege so hergestellt, dass beide Bewehrungsrichtungen bezüglich der produktionsbedingten
Hauptrichtung (Kettrichtung) unter dem gleichen Winkel geneigt sind (ausgenommen die 0◦/90◦-
Orientierung) [OFFERMANN et al. 2001]. Betrachtet man diese Hauptrichtung als x3-Richtung des
RVE, so bedeutet dies α2 = −α1 bzw. α1 = α und α2 = −α. Variiert man diesen Winkel α
für konstante Faservolumenanteile f = f1 = f2, ergibt sich die in Abb. 7.4 in Polarkoordinaten
dargestellte Abhängigkeit des mittleren Elastizitätsmoduls E3 in x3-Richtung vom Winkel α.
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Abbildung 7.4: Abhängigkeit des mittleren Elastizitätsmoduls in x3-Richtung bei bidirektionaler
Bewehrung von der Rovingorientierung
Die Volumenanteile der beiden Bewehrungsrichtungen wurden dabei mit 2, 5% bzw. 5% so ge-
wählt, dass der Gesamtvolumenanteil der Bewehrung 5% bzw. 10% beträgt. Als Vergleich ist
die reine isotrope Betonmatrix mit Em = 30 000N/mm2 = konstant angegeben. Deutlich zu
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erkennen ist in Abb. 7.4 die erweichende Wirkung der Rovingbewehrung auf das Verbundmateri-
al, wenn der Winkel α zwischen Bewehrung und Beanspruchungsrichtung (hier die x3-Richtung)
einen Grenzwinkel übersteigt. Dieses Verhalten, das auf die speziellen elastischen Eigenschaften
des Roving (nur Längssteifigkeit, siehe Abschnitt 3.1) zurückzuführen ist, erfordert ein beson-
deres Augenmerk bei der Optimierung der Bewehrungsführung. Der Vergleich der Ergebnisse in
Abb. 7.4 mit denen der unidirektionalen Bewehrung in Abb. 6.4 zeigt den Unterschied zwischen
der hier verwendeten Effektive-Feld-Theorie und dem Ansatz wechselwirkungsfreier Einschlüsse.
Die Volumenanteile der Bewehrung sind so gewählt, dass die Ergebnisse für E3 direkt vergleichbar
sind. Während der mittlere Elastizitätsmodul E3 in Richtung der Bewehrung (α = 0◦) unabhängig
vom gewählten Homogenisierungsansatz ist, führt die wechselwirkungsfreie Betrachtungsweise
zu einem deutlich geringeren E3 quer zur Bewehrungsrichtung (α = 90◦). Je größer der Faservo-
lumenanteil, um so größer ist die Abweichung. Bei der Effektive-Feld-Theorie (Abb. 7.4) ist der
Winkel α, bei dem sich die verstärkende Wirkung des Roving in eine erweichende verändert, im
Gegensatz zur wechselwirkungsfreien Betrachtungsweise (Abb. 6.4) unabhängig vom gewählten
Faservolumenanteil f . Ein von f unabhängiger Grenzwinkel entspricht dem erwarteten Ergebnis.
7.2 Tridirektionale Bewehrung
7.2.1 Mittlere Felder und mittlere elastische Eigenschaften bei vorgeschriebenen Makro-
verzerrungen
Die Herleitung der Formeln zur Berechnung der mittleren Verzerrungen in den Einschlüssen α =
1, 2, 3 erfolgt analog den Ausführungen im Abschnitt 7.1.1. Mit dem Volumenanteil der Matrix
fm = (1− f1 − f2 − f3) (7.31)
lautet das Gleichungssystem für die mittleren Verzerrungen εα in den drei Einschlüssen (nach
Gl. (6.68)):
ε1 =
(
fm1
(4) + f1A
1 : (A1 − S1)−1)−1 : A1 : (A1 − S1)−1 : (ε0 − f2ε2 − f3ε3
)
,
ε2 =
(
fm1
(4) + f2A
2 : (A2 − S2)−1)−1 : A2 : (A2 − S2)−1 : (ε0 − f1ε1 − f3ε3
)
,
ε3 =
(
fm1
(4) + f3A
3 : (A3 − S3)−1)−1 : A3 : (A3 − S3)−1 : (ε0 − f1ε1 − f2ε2
)
. (7.32)
Zur Verkürzung der Schreibweise werden wieder die Tensoren Kα als Inverse des Tensorprodukts
auf der rechten Seite eingeführt (vgl. Gl. (7.6)):
(Kα)−1 =
(
fm 1
(4) + fαA
α : (Aα − Sα)−1)−1 : Aα : (Aα − Sα)−1
Kα = (fm + fα)1
(4) − fm Sα : (Aα)−1 (7.33a)
= (fm + fα)1
(4) − fm Sα :
(
1(4) −D : Cα) Σ| ; α = 1, 2, 3 , (7.33b)
womit sich nach Umformung (Auflösung nach εα) aus den Gln. (7.32) das zu lösende Gleichungs-
system
ε0 = K1 : ε1 + f2 ε
2 + f3 ε
3, (7.34a)
ε0 = f1 ε
1 + K2 : ε2 + f3 ε
3, (7.34b)
ε0 = f1 ε
1 + f2 ε
2 + K3 : ε3 (7.34c)
ergibt. Wie bereits in Anmerkung 6.1 (Abschnitt 6.1.2) erwähnt, können die Kα und damit auch die
mittleren Verzerrungen in den Konstituenten unter bestimmten Voraussetzungen unabhängig von
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den Elastizitätsmoduln der Ausgangsmaterialien werden. Die Differenzen der Gln. (7.34a) und
(7.34b) sowie der Gln. (7.34a) und (7.34c) liefern nach Gleichsetzen die Beziehungen zwischen
den mittleren Verzerrungen εα
(
K1 − f11(4)
)
: ε1 =
(
K2 − f21(4)
)
: ε2 =
(
K3 − f31(4)
)
: ε3. (7.35)
Für eine beliebige Anzahl von ellipsoidförmigen Einschlüssen lässt sich die Gl. (7.35) mit
Gl. (7.33b) offensichtlich verallgemeinern zu
(
Kα − fα1(4)
)
: εα = fm
(
1(4) − Sα : (1(4) −D : Cα)) : εα = konst. (7.36a)
und damit unter Beachtung von fm = 1−
∑
fα = konst.:
(
1(4) − Sα : (1(4) −D : Cα)) : εα = konst. (7.36b)
Das Einsetzen von Gl. (7.35) in die Gln. (7.34) liefert die mittleren Verzerrungen in Abhängig-
keit der vorgeschriebenen Makroverzerrung ε0 (vergleiche hierzu auch die Gleichungsstruktur der
Gln. (7.10a) und (7.10c)):
ε1 =
{
K1 +
(
f2
(
K2 − f21(4)
)−1
+ f3
(
K3 − f31(4)
)−1)
:
(
K1 − f11(4)
)}−1
: ε0,
(7.37a)
ε2 =
{
K2 +
(
f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+ f3
(
K3 − f31(4)
)−1)
:
(
K2 − f21(4)
)}−1
: ε0,
(7.37b)
ε3 =
{
K3 +
(
f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+ f2
(
K2 − f21(4)
)−1)
:
(
K3 − f31(4)
)}−1
: ε0.
(7.37c)
Sind die mittleren Verzerrungen bekannt, kann der mittlere Elastizitätstensor C nach Gl. (5.28a)
berechnet werden:
(
C−C) : ε0 = f1
(
C−C1) : ε1 + f2
(
C−C2) : ε2 + f3
(
C−C3) : ε3. (7.38)
Da diese Gleichung für beliebige ε0 erfüllt sein muss, folgt nach Einsetzen der Gln. (7.37)
C = C + f1
(
C1 −C) :
{
K1 +
(
f2
(
K2 − f21(4)
)−1
+ f3
(
K3 − f31(4)
)−1)
:
(
K1 − f11(4)
)}−1
+ f2
(
C2 −C) :
{
K2 +
(
f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+ f3
(
K3 − f31(4)
)−1)
:
(
K2 − f21(4)
)}−1
+ f3
(
C3 −C) :
{
K3 +
(
f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+ f2
(
K2 − f21(4)
)−1)
:
(
K3 − f31(4)
)}−1
.
(7.39)
Der mittlere Elastizitätstensor C für eine in drei verschiedenen Richtungen bewehrte Matrix be-
sitzt im Allgemeinen nicht die Symmetrie Cijkl = Cklij (Hauptsymmetrie). Bereits bei einer bi-
direktionalen Bewehrung geht im Ansatz der Effektive-Feld-Theorie die Hauptsymmetrie von C
verloren (siehe Abschnitt 7.1.1). Nur bei einer unidirektionalen Bewehrung ist diese Symmetrie
erfüllt (Gl. (6.105)).
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7.2.2 Beispiel: tridirektionale Roving-Bewehrung in einer isotropen Feinbetonmatrix
In diesem Abschnitt soll der Einfluss einer tridirektional ausgerichteten Rovingbewehrung auf die
mittleren elastischen Eigenschaften eines Roving-Matrix-Verbundes untersucht werden. Eingebet-
tet sind die Rovings, die eine beliebige Orientierung besitzen können, in einer isotropen Feinbe-
tonmatrix (Abb. 7.5). Es wird die im vorangegangenen Abschnitt dargestellte Vorgehensweise für
die Homogenisierung eines tridirektional bewehrten RVE nach der Effektive-Feld-Theorie (MORI-
TANAKA-Methode) verwendet.
x2
x3
x1
®2
®1
®3
Abbildung 7.5: RVE mit tridirektionaler Rovingbewehrung
Aus der Vielzahl der möglichen Kombinationen der Bewehrungsorientierungen erfolgt ei-
ne Beschränkung auf die in Abb. 7.6 dargestellten Winkelkombinationen α1/α2/α3 =
−30◦/0◦/30◦, −60◦/0◦/60◦ und 0◦/45◦/90◦.
30˚ 30˚
(a) −30◦/0◦/30◦
60˚ 60˚
(b) −60◦/0◦/60◦
45˚
x2
x3
(c) 0◦/45◦/90◦
Abbildung 7.6: Tridirektionale Bewehrung: untersuchte Rovingorientierungen
Um die Ergebnisse miteinander vergleichbar zu machen, wird für alle Richtungen der gleiche
Faservolumenanteil f gewählt:
f = f1 = f2 = f3. (7.40)
Die numerische Umsetzung der tensoriellen Gleichungen entspricht der Vorgehensweise bei der
bidirektionalen Bewehrung im Abschnitt 7.1.2. Die Elastizitätsmatrizen der Ausgangsmateriali-
en sind wie in den Gln. (7.16) und (7.17) aufgebaut. Die Geometrie der Rovings wird über die
Koordinatenmatrix des ESHELBY-Tensors in Gl. (7.18) berücksichtigt. Mit den bereits in den vor-
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angegangenen Beispielen verwendeten Materialparametern
Elastizitätsmodul des Roving in Faserrichtung Er = 76 000N/mm2,
Schubmodul in der Rovingebene G3 = 0,
Geometrie des Rovingquerschnitts a2 = a1,
Elastizitätsmodul der Matrix Em = 30 000N/mm2,
Querdehnzahl der Matrix νm = 0, 20
(7.41)
ergeben sich zahlenmäßig die gleichen Matrizen wie im Abschnitt 6.1.4 (Gln. (6.27), (6.28) und
(6.29)).
Als Basissystem für die Homogenisierung wird das globale Koordinatensystem des RVE verwen-
det, in dem auch die vorgeschriebene, makroskopische Verzerrung ε0 definiert ist. Als Erstes wer-
den die drei Tensoren K1, K2 und K3 nach Gl. (7.33a) oder Gl. (7.33b) im lokalen Koordina-
tensystem des jeweiligen Roving berechnet und anschließend in das Koordinatensystem des RVE
transformiert (Gl. (7.23)). Damit lässt sich durch Matrixschreibweise von Gl. (7.39) die mittlere
Elastizitätsmatrix [C] des Verbundmaterials im Koordinatensystem des RVE berechnen. Für eine
bekannte vorgeschriebene Makroverzerrung ε0 ließen sich mit den Gln. (7.37) auch die mittleren
Verzerrungen in den Rovings berechnen.
Der Faservolumenanteil f je Richtung wird zwischen 0 und 3 Volumenprozent variiert. Das ent-
spricht einem maximalen Gesamtvolumenanteil von 9 Prozent. Wie auch bei der bidirektionalen
Bewehrung erfolgt bei der Ergebnisdarstellung eine Beschränkung auf die für das elastische Ma-
terialverhalten in der (x2, x3)-Ebene maßgebenden mittleren elastischen Materialparameter C22,
C33, C44 und C23. Analog zu Gl. (7.30) wird nur der symmetrische Anteil des mittleren Elastizi-
tätstensors betrachtet. In Abb 7.7 ist die Abhängigkeit der ausgewählten Elemente der mittleren
Elastizitätsmatrix [C] über dem Faservolumenanteil f aufgetragen.
Zu beachten ist, dass das Koordinatensystem des RVE für die Bewehrungsanordnung in Abb. 7.6(c)
kein Material-Hauptachsensystem ist. Eine Besonderheit stellt die Bewehrungskombination mit
der Ausrichtung−60◦/0◦/60◦ dar (Abb. 7.6(b)). Für diese Bewehrungsanordnung wird das mittle-
re elastische Materialverhalten in der Ebene der Bewehrung ((x2, x3)-Ebene) isotrop. Dieses theo-
retisch erwartete Materialverhalten wird von dem durch Homogenisierung berechneten mittleren
Elastizitätstensor C (seinem symmetrischen Anteil) exakt erfüllt. Zwar führen alle untersuchten
Orientierungen (Abb. 7.6) zu einem orthotropen Materialverhalten (im Fall 0◦/45◦/90◦ ist aller-
dings das Material-Hauptachsensystem um 45◦ gegenüber dem RVE-Koordinatensystem gedreht),
im Allgemeinen jedoch besitzt das Verbundmaterial einer tridirektional bewehrten isotropen Ma-
trix nur ein monotropes Materialverhalten (Abschnitt 2.2.3, Gln. (2.46) bis (2.48)), wobei die Ebe-
ne der Bewehrung Symmetrieebene ist. Die Voraussetzungen für das orthotrope Materialverhalten
des Verbundmaterials sind hier neben f = f1 = f2 = f3 die speziellen Bewehrungsorientierungen
mit der dritten Richtung als Winkelhalbierende der beiden anderen Richtungen.
Im Abschnitt 7.1.2 wurde bereits ausführlich diskutiert, dass die nicht in Beanspruchungsrichtung
liegenden Rovings auf das elastische Gesamtverhalten einen erweichenden Einfluss besitzen kön-
nen (je nach Größe der Abweichung ihrer Ausrichtung von der Beanspruchungsrichtung). Dieses
Verhalten wird auch bei einer tridirektionalen Bewehrung deutlich (Abb. 7.7). Nur die Bewehrung
mit der Ausrichtung −30◦/0◦/30◦ bezüglich des globalen RVE-Koordinatensystems (Abb. 7.6(a))
zeigt in ihrer „Hauptrichtung“ (x3-Richtung) einen Zugewinn an Steifigkeit.
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Abbildung 7.7: Tridirektionale Bewehrung: Abhängigkeit der mittleren elastischen Eigenschaften
von Faserorientierung und Faservolumenanteil
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Bei der Herstellung tridirektionaler Bewehrungsstrukturen wird üblicher Weise in Hauptrichtung
(Kettrichtung, hier die x3-Richtung) die Hauptbewehrung eingelegt und, unter einem Winkel α
dazu geneigt (in Schussrichtung), jeweils eine Querbewehrung. Dieser Winkel α soll (wie auch
bei den bidirektionalen Bewehrungen im Abschnitt 7.1.2) in den Grenzen von 0◦ ≤ α ≤ 90◦ vari-
iert werden. Zwei unterschiedliche Konfigurationen von Faservolumenanteilen werden untersucht
(Abb. 7.8). In Summe ergeben die Faservolumenanteile aller drei Orientierungen 5% bzw. 10%.
Dabei entfallen 60% vom gesamten Faservolumenanteil auf die Hauptbewehrung in x3-Richtung
und jeweils 20% auf die unter dem Winkel α geneigte Querbewehrung. Die Abhängigkeit des
mittleren Elastizitätsmoduls E3 ist in Abb. 7.8 dargestellt. Zum Vergleich ist der Elastizitätsmodul
der isotropen Betonmatrix ohne Bewehrung eingetragen.
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Abbildung 7.8: Abhängigkeit des mittleren Elastizitätsmoduls in x3-Richtung bei tridirektionaler
Bewehrung von der Rovingorientierung
Erwartungsgemäß ist infolge der hier immer in x3-Richtung vorhandenen Hauptbewehrung die
erweichende Wirkung einer quer zur Beanspruchungsrichtung eingelegten Bewehrung mit gerin-
gerem Volumenanteil als die Hauptbewehrung auf die elastischen Materialeigenschaften des Ver-
bundes im Vergleich zur bidirektionalen Bewehrung (Abb. 7.4) geringer ausgeprägt. Der Bereich
des Winkels α, für den sich die Steifigkeit des Verbundmaterials erhöht, ist größer geworden. Für
α = 0◦ ergibt sich natürlich keine Veränderung von E3 gegenüber den Ergebnissen der bidirektio-
nalen Bewehrung.
7.3 Verallgemeinerung für beliebig multidirektionale Bewehrungen
Wie im Abschnitt 6.2 erklärt, erschien dem Verfasser unter den Voraussetzungen und Annahmen
der Effektive-Feld-Theorie keine allgemeine Herleitbarkeit der mittleren Spannungen σα bzw. Ver-
zerrungen εα in den ellipsoidförmigen Einschlüssen Ωα in Abhängigkeit der makroskopischen
Beanspruchung σ0 bzw. ε0 für eine beliebige Anzahl n unterschiedlicher Einschlüsse möglich.
Demzufolge war dort auch keine allgemeine Formulierung des mittleren Nachgiebigkeitstensors
D bzw. des mittleren Elastizitätstensors C für beliebig viele Einschlüsse möglich. Die Struktur
der in den Abschnitten 7.1.1 und 7.2.1 für bidirektionale und tridirektionale Bewehrungen erziel-
ten Ergebnisse lässt jedoch eine mögliche Verallgemeinerung für beliebig viele unterschiedliche
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Einschlüsse erwarten. Im Folgenden wird für die Randbedingung vorgeschriebener Makroverzer-
rungen E = ε0 eine solche Verallgemeinerung ausgeführt. Sie erfolgt ohne weitere Herleitung
oder einen mathematischen Beweis, erscheint dem Verfasser aber als logische Folgerung der in
den Abschnitten 7.1 und 7.2 erhaltenen Aussagen.
Vergleicht man die Gln. (7.10a) und (7.10c) mit den Gln. (7.37), wird nun für n Einschlüsse Ωα
verallgemeinert:
εα =
{
Kα +
n∑
β=1,β =α
fβ
(
Kβ − fβ1(4)
)−1
:
(
Kα − fα1(4)
)
}−1
: ε0. (7.42)
Die Tensoren Kα berechnen sich aus dem ESHELBY-Tensor Sα und dem Tensor Aα entsprechend
Gl. (7.6) oder Gl. (7.33a):
Kα = (fm + fα)1
(4) − fm Sα : (Aα)−1 , (7.43a)
bzw. mit der Definition von Aα über die Elastizitätstensoren (Gl. (5.60)):
Kα = (fm + fα)1
(4) − fm Sα :
(
1(4) −D : Cα) . (7.43b)
Für den mittleren Elastizitätstensor C wird aus der Lösung für bidirektionale Bewehrung
(Gl. (7.15)) und tridirektionale Bewehrung (Gl. (7.39)) auf die allgemeine Formulierung für n
Einschlüsse Ωα
C = C +
n∑
α=1
fα (C
α −C) :
{
Kα +
n∑
β=1,β =α
fβ
(
Kβ − fβ1(4)
)−1
:
(
Kα − fα1(4)
)
}−1
(7.44)
geschlossen. Gleichung (7.44) folgt auch direkt aus Gl. (7.42) unter Beachtung von Gl. (7.1).
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III Erfassung von Schädigung und Versagen
8 Mikrorisse
Im Teil II der Arbeit wurde untersucht, welche mittleren elastischen Eigenschaften ein Verbund-
material aus einer Feinbetonmatrix und einer Rovingbewehrung besitzt, solange sich die einzelnen
Konstituenten elastisch verhalten. Ab einem bestimmten Beanspruchungszustand kommt es jedoch
zum Versagen der spröden Feinbetonmatrix, die eine wesentlich geringere Festigkeit besitzt als die
zur Bewehrung eingelegten Rovings. Es bilden sich Mikrorisse. Die im Kapitel II bereitgestellten
Lösungen ermöglichen nicht nur die Bestimmung der mittleren elastischen Materialeigenschaf-
ten vor Einsetzten des Matrixversagens, sondern auch die Berechnung des mittleren Verzerrungs-
bzw. Spannungszustandes εm bzw. σm in der Matrix, also im Feinbeton. Mit der Kenntnis der
mittleren Felder εα bzw. σ α in den Einschlüssen, deren Berechnung abhängig vom verwende-
ten Homogenisierungsansatz ist (z.B. wechselwirkungsfrei oder die Effektive-Feld-Theorie nach
MORI-TANAKA), sind über den Volumenanteil der Matrix am RVE
fm =
M
V
= 1−
n∑
α=1
fα (8.1)
auch die mittleren elastischen Felder εm bzw. σm in der Matrix bekannt. Es ist
σ0 = fmσ
m +
n∑
α=1
fασ
α (8.2)
im Fall vorgegebener Makrospannungen (Gl. (5.14b)) bzw.
ε0 = fmε
m +
n∑
α=1
fαε
α (8.3)
im Fall vorgegebener Makroverzerrungen (Gl. (5.27b)).
Wie bereits diskutiert, sind die inversen Beziehungen
C
−1
= D bzw. D−1 = C (8.4)
nur bei der Effektive-Medium-Theorie (selbstkonsistente Methode) für eine beliebige Mikrostruk-
tur und bei der Effektive-Feld-Theorie (MORI-TANAKA-Methode) für Einschlüsse vom gleichen
Typ exakt erfüllt. Für die anderen in dieser Arbeit betrachteten Homogenisierungsansätze gelten
diese inversen Beziehungen nur näherungsweise bei geringen Volumenanteilen der Einschlüsse.
Unabhängig davon erfüllen die mittleren Verzerrungen bzw. die mittleren Spannungen der Matrix
die lokalen konstitutiven Beziehungen
σm = C : εm bzw. εm = D : σm, (8.5)
nur ist die Größe dieser mittleren Felder abhängig von der Art der vorgeschriebenen makroskopi-
schen Beanspruchung.
Entsprechend des gewählten Versagensmodells (Spannungskriterium, Energiekriterium) kann
überprüft werden, ob es zu einer Rissbildung im Beton kommt oder nicht. Ziel dieser Arbeit wird
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es nicht sein, die hierfür notwendigen, kritischen Beanspruchungsparameter näher zu untersuchen.
Hierfür sei auf die umfangreiche einschlägige Literatur verwiesen, die sich mit dem komplexen Ge-
biet der Rissinitiierung und des stabilen bzw. instabilen Risswachstums beschäftigt. Exemplarisch
seien hier die wissenschaftlichen Bücher [SÄHN & GÖLDNER 1993] und [SHAH et al. 1995b] ge-
nannt, die der Verfasser für besonders empfehlenswert hält. In dieser Arbeit wird davon ausgegan-
gen, dass es genau dann zum Reißen der Feinbetonmatrix kommt, wenn die größte Hauptzugspan-
nung der Matrix bzw. die über das lokale Materialgesetz zugeordnete maximale Zugdehnung einen
kritischen Wert überschreiten:
max σm ≥ σmu bzw. max εm ≥ 1
Em
σmu. (8.6)
Hierin sind σmu die maximal zulässige Zugspannung (der Index mu steht für „matrix ultimate“)
und Em der Elastizitätsmodul der Matrix (in diesem Fall der Feinbeton). Anstelle der Bezeich-
nung σmu ist auch die Zugfestigkeit βz gebräuchlich. Infolge der Rissbildung kommt es zu einer
Reduzierung der Steifigkeit des RVE und die Spannungen und Verzerrungen in der Feinbeton-
matrix nehmen ab. Der Mikroriss wächst solange, bis sich die mittleren elastischen Felder in der
Matrix auf Werte unterhalb der kritischen Größe verringert haben, oder es zum Makroriss kommt
(Abschnitt 9).
Im Vordergrund der folgenden Abschnitte steht die Bestimmung der mittleren elastischen Eigen-
schaften des Verbundmaterials nach einsetzender Mikrorissbildung – und damit auch der mittleren
Verzerrungen und Spannungen in der Feinbetonmatrix. Die gegenseitige Beeinflussung zwischen
den Rovings und Rissen wird näherungsweise dadurch erfasst, dass Risse und Rovings als Inhomo-
genitäten in einem Matrix-Gebiet mit einem mittleren Verzerrungs- bzw. Spannungsfeld betrachtet
werden, das wiederum durch die Gesamtheit aus Bewehrung und Rissen beeinflusst wird. Diese
Vorgehensweise entspricht dem im Abschnitt 6.2 vorgestellten Ansatz nach MORI-TANAKA. Ei-
ne direkte Interaktion zwischen dem Riss mit seinem Rissspitzenfeld und der Bewehrungsstruktur
kann im Rahmen dieser Arbeit nicht berücksichtigt werden.
Im ersten Abschnitt (Abschnitt 8.1.1) soll gezeigt werden, wie Mikrorisse in einem homogenen,
isotropen Gebiet mit linear elastischen Eigenschaften im Rahmen der Homogenisierung erfasst
werden können. Dabei sollen hauptsächlich die Besonderheiten bei der Formulierung der mitt-
leren Verzerrungen und Spannungen für Materialien mit Rissen (bzw. Hohlräumen) etwas näher
betrachtet werden. Im Hinblick auf die zu analysierenden flächigen Textilbetonstrukturen wer-
den im Abschnitt 8.1.4 speziell die mittleren elastischen Materialeigenschaften von elastischen
Körpern mit schlitzförmigen Mikrorissen untersucht. Abschnitt 8.2 beschäftigt sich mit einem me-
chanischen Modell, das näherungsweise eine mittlere gegenseitige Beeinflussung von Mikrorissen
und einer bidirektionalen Bewehrungsstruktur erfassen soll. Der Einfluss der Rovings als rissüber-
brückende Einzelkräfte bleibt hier vorerst unberücksichtigt und wird – einschließlich dem damit
verbundenen Ablösen der Rovings von der Feinbetonmatrix – im Abschnitt 9 diskutiert.
8.1 Mittlere elastische Eigenschaften von Materialien mit Mikrorissen
8.1.1 Die mittlere Rissverzerrung in elastischen Körpern
In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie die mittlere Rissverzerrung εc, bezogen auf das
Volumen V des RVE, berechnet werden kann. Unter einem (Matrix-)Riss versteht man eine flä-
chige Trennung des Matrixmaterials, wodurch zwei identische Oberflächen entstehen. Unterliegt
die Matrix einer Beanspruchung (z.B. einer Zugspannung), so sind diese Oberflächen im Allge-
meinen durch eine Rissöffnungsverschiebung ∆u (auch COD für „crack opening displacement“)
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voneinander getrennt. Diese Rissöffnungsverschiebung gibt die gegenseitige Relativverschiebung
von zwei zugeordneten Punkten auf den Rissoberflächen an. Unter zugeordneten Punkten werden
Punkte verstanden, die vor der Rissbildung ein und derselbe Punkt x waren (bzw. bei einem voll-
ständig geschlossenen Riss wieder ein und derselbe Punkt x sind). Betrachtet wird ein Riss mit der
in Abb. 8.1 dargestellten prinzipiellen Geometrie.
@V
V
n
-n
c
n
c
x
+
x
-
@--
@-+
¢u
Abbildung 8.1: Definition der Rissoberflächen, der Normalenvektoren und des Verschiebungs-
sprunges
Die „obere“ Rissfläche sei mit ∂Ω+ bezeichnet und die „untere“ mit ∂Ω−. Der von der Rissober-
fläche in die Matrix gerichtete Normalenvektor auf ∂Ω+ sei nc. In der Ausgangskonfiguration, d.h.
wenn der Riss geschlossen ist, sind die beiden Oberflächen ∂Ω+ und ∂Ω− identisch. Da für die hier
betrachteten kleinen Verformungen dieser Ausgangszustand die Referenzkonfiguration ist, besitzt
der nach außen gerichtete Normalenvektor auf ∂Ω− die Größe −nc. Die einander zugeordneten
Punkte auf den Rissoberflächen sind mit x+ bzw. x− bezeichnet, und die gegenseitige Verschie-
bung (Rissöffnungsverschiebung) ist ∆u = ∆u(x).
Die Oberfläche eines Risses Ωα in einem RVE lässt sich in ∂Ω+α und ∂Ω−α zerlegen:
∂Ωα = ∂Ω
+
α + ∂Ω
−
α . (8.7)
Folglich kann das Oberflächenintegral einer beliebigen auf ∂Ωα definierten Funktion f(x) über
∂Ωα in
∫
∂Ωα
f(x)dS =
∫
∂Ω+α
f(x+)dS +
∫
∂Ω−α
f(x−)dS (8.8)
aufgeteilt werden, wobei f(x+) und f(x−) die Funktionswerte an den jeweils einander zugeordne-
ten Punkten x+ und x− auf ∂Ω+α bzw. ∂Ω−α sind. Da die durch Rissbildung entstandenen Oberflä-
chen ∂Ω+α und ∂Ω−α identisch (und damit flächenmäßig gleich groß sind) und der Normalenvektor
auf ∂Ω−α in x− dem Normalenvektor auf ∂Ω+α in x+ genau entgegengesetzt gerichtet ist, lassen
sich die beiden Summanden des Oberflächenintegrales über ∂Ωα in Gl. (8.8) zusammenfassen zu
einem Integral nur über ∂Ω+α :
∫
∂Ωα
f(x)dS =
∫
∂Ω+α
{
f(x+)− f(x−)} dS. (8.9)
Aufbauend auf der allgemeinen Definition für das Volumenmittel der Verzerrungen in Gl. (2.130)
kann mit Gl. (8.9) für die mittlere Rissverzerrung εc aus der Summe aller n Risse, bezogen auf das
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Gesamtvolumen V des RVE, geschrieben werden:
εc ≡ 〈ε〉c = 1
V
n∑
α=1
∫
∂Ωα
1
2
(nc(x)⊗ u(x) + u(x)⊗ nc(x)) dS
=
1
V
n∑
α=1
∫
∂Ω+α
{
1
2
(
nc(x
+)⊗ u(x+) + u(x+)⊗ nc(x+)
)
−1
2
(
nc(x
+)⊗ u(x−) + u(x−)⊗ nc(x+)
)}
dS
=
1
V
n∑
α=1
∫
∂Ω+α
1
2
(
nc(x
+)⊗∆u(x+) + ∆u(x+)⊗ nc(x+)
)
dS
=
1
V
∫
∂Ω+
1
2
(nc ⊗∆u + ∆u⊗ nc) dS. (8.10)
Dabei berechnet sich die Rissöffnungsverschiebung ∆u zu
∆u = ∆u(x+) = u(x+)− u(x−). (8.11)
Die Oberfläche ∂Ω+ ist die Gesamtheit aller ∂Ω+α für die n Mikrorisse. Für die Rissöffnungsver-
schiebung ∆u ist in der Literatur auch die symbolische Darstellung als Verschiebungssprung [u]
gebräuchlich. Wegen der Verwechslungsgefahr mit der Darstellung von Matrizen bzw. Vektoren in
eckigen Klammern wird diese symbolische Darstellung jedoch nicht verwendet.
8.1.2 Vorgeschriebene Makrospannungen und mittlerer Nachgiebigkeitstensor
Wird ein homogenes RVE ohne Risse durch ein Randspannungsfeld t0 belastet, das zu der vorge-
schriebenen konstanten Makrospannung σ0 kompatibel ist (t0 = n · σ0) ergibt sich die über das
gesamte RVE konstante (ortsunabhängige) Verzerrung
ε0 = D : σ0 in V. (8.12)
Durch das Vorhandensein der Risse kommt es zur Störung dieser elastischen Felder. Wie im Ab-
schnitt 5.1 dargelegt, muss die mittlere Spannung im RVE gleich der (durch entsprechende Rand-
spannungen) vorgeschriebenen makroskopischen Spannung sein:
σ ≡ 〈σ〉 = 1
V
∫
V
σ dV =
1
V
∫
M
σ dV =
1
V
∫
∂V
x⊗ t0dS = σ0. (8.13)
Im Gegensatz dazu ergibt sich die mittlere Verzerrung ε im RVE aus der Verzerrung ε0, die sich
infolge σ0 in der ungerissenen Matrix einstellen würde, plus einem zusätzlichen Verzerrungsanteil
∆εc infolge des Vorhandenseins von Rissen:
ε ≡ 〈ε〉 = ε0 + ∆εc. (8.14)
Zur Bestimmung der Größe von ∆εc wird auf das in Abschnitt 2.2.2 eingeführte Reziprozitäts-
theorem zurückgegriffen. Betrachtet werden zwei Lastfälle:
t(1) =
{
n · δσ0 auf ∂V
−nc · δσ0 auf ∂Ω und t
(2) =
{
n · σ0 auf ∂V
0 auf ∂Ω . (8.15)
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Der Lastfall t(1) entspricht einer virtuellen Spannung δσ0 und der zugehörigen virtuellen Verzer-
rung δε0 = D : δσ0 über das gesamte RVE, während der Lastfall t(2) die tatsächliche Belastung
der vorgeschriebenen Makrospannung darstellt. Damit lautet das zusammengefasste Feld der Ver-
schiebungen, Spannungen und Verzerrungen im ersten Lastfall
{
u(1), ε(1), σ(1)
}
=
{(
x · δε0) , δε0, δσ0} , (8.16)
und im zweiten Lastfall
{
u(2), ε(2), σ(2)
}
= {u(x), ε(x), σ(x)} = {u, ε, σ} . (8.17)
Unter Anwendung des Reziprozitätstheorems (Gl. (2.32)) folgt mit Gl. (8.15)
∫
∂V
t(2) · u(1) dS =
∫
∂V
t(1) · u(2) dS,
∫
∂V
(n · σ0) · (x · δε0) dS =
∫
∂V
(n · δσ0) · u dS +
∫
∂Ω
(−nc · δσ0) · u dS. (8.18)
Aus allen drei Integraltermen in Gl. (8.18) kann die virtuelle Spannung δσ0 ausgeklammert wer-
den. Die dafür erforderlichen tensoriellen Umformungen
(n · σ0) · (x · δε0) = δε0 : ((x⊗ n) · σ0)
= δσ0 : D :
(
(x⊗ n) · σ0) und (8.19a)
(n · δσ0) · u = δσ0 : (n⊗ u) (8.19b)
können leicht überprüft und verifiziert werden (wegen der Hauptsymmetrie des Nachgiebigkeits-
tensors gilt δε0 = D : δσ0 = δσ0 : DT = δσ0 : D). Aus Gl. (8.18) entsteht somit
δσ0 :
{∫
∂V
D :
(
(x⊗ n) · σ0) dS −
∫
∂V
n⊗ u dS +
∫
∂Ω
nc ⊗ u dS
}
= 0. (8.20)
Da δσ0 ein beliebiger symmetrischer Tensor ist, muss der symmetrische Anteil innerhalb der ge-
schweiften Klammern verschwinden. Das erste Integral in Gl. (8.20) kann mit Hilfe der aus dem
GAUSSschen Integralsatz resultierenden Beziehung
1
V
∫
∂V
x⊗ n dS = 1
V
∫
∂V
(n⊗ x)T dS = 1
V
∫
V
(∇⊗ x)T dV = 1(2) (8.21)
gelöst werden. Da die Tensoren D und σ0 über das Volumen V (bzw. dessen Oberfläche ∂V )
konstant sind, folgt mit Gl. (8.21) die Lösung
∫
∂V
D :
(
(x⊗ n) · σ0) dS = V D : (1(2) · σ0) = V ε0. (8.22)
Aus dem symmetrischen Anteil in Gl. (8.20) wird dadurch:
ε0 − 1
V
∫
∂V
1
2
(n⊗ u + u⊗ n) dS + 1
V
∫
∂Ω
1
2
(nc ⊗ u + u⊗ nc) dS = 0. (8.23)
Das Integral über den äußeren Rand ∂V in Gl. (8.23) ist die mittlere Verzerrung ε des RVE (siehe
u.a. Abschnitt 2.3.3), und unter Beachtung von Gl. (8.14) folgt schließlich
∆εc =
1
V
∫
∂Ω
1
2
(nc ⊗ u + u⊗ nc) dS. (8.24)
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Die in Gl. (8.14) eingeführte additive Verzerrungskomponente ∆εc ist also identisch mit der mitt-
leren Rissverzerrung
∆εc = εc, (8.25)
die durch Integration der Rissöffnungsverschiebung ∆u über die Rissoberflächen berechnet wer-
den kann (Abschnitt 8.1.1, Gl. (8.10)).
Der mittlere Nachgiebigkeitstensor D ist definiert durch
ε = D : σ = D : σ0. (8.26)
Da die Matrix des RVE als linear elastisch angenommen wird, ist bei Vorgabe der makroskopischen
Spannung Σ = σ0 die Verschiebung u(x) eines Punktes x auf der Rissoberfläche ∂Ω ebenfalls
linear abhängig von der Spannung σ0. Mit dem bereits im Abschnitt 5.1 eingeführten und im
Abschnitt 5.3.6 im Zusammenhang mit dem ESHELBY-Tensor S näher betrachteten Tensor H
vierter Stufe folgt nach den Gln. (5.17b) bzw. (5.77) unter Beachtung von σc = 0 die mittlere
Verzerrung des Risses
εc = H : σ0. (8.27)
Für spezielle Formen von Hohlräumen (z.B. kreisförmige Löcher in Scheiben, kugelförmige
Hohlräume in Körpern oder auch Risse verschiedener Geometrien) in linear elastischen Kör-
pern existieren geschlossene Lösungen für das Verschiebungsfeld in der Nähe dieser Hohlräu-
me [GROSS & SEELIG 2001, SÄHN & GÖLDNER 1993]. Diese Lösungen sind insbesondere in der
Bruchmechanik von Bedeutung. Meist gelten sie für den ebenen Verzerrungs- bzw. Spannungszu-
stand (Abschnitt 2.2.5). Ist das Verschiebungsfeld auf der Rissoberfläche bekannt, kann die mittlere
Rissverzerrung durch Auswertung des Integrals in Gl. (8.10) direkt bestimmt werden. Für den in
dieser Arbeit betrachteten wichtigen Sonderfall schlitzförmiger Risse wird die Berechnung der
mittleren Rissverzerrung εc im Abschnitt 8.1.4 im Detail dargestellt. Für eine gegebene Risskonfi-
guration (Anzahl, Geometrie und Orientierung der Mikrorisse) lässt sich der Tensor H in Gl. (8.27)
eindeutig bestimmen. Ist H bekannt, kann der mittlere Nachgiebigkeitstensor D berechnet werden.
Er ergibt sich durch Einsetzen der Gleichungen (8.12), (8.14) und (8.27) in Gl. (8.26) zu
D : σ0 = ε = D : σ0 + H : σ0 = (D + H) : σ0. (8.28)
Da σ0 für das RVE beliebig wählbar ist, folgt aus Gl. (8.28) für den mittleren Nachgiebigkeitsten-
sor D die Berechnungsvorschrift
D = D + H. (8.29)
8.1.3 Vorgeschriebene Makroverzerrungen und mittlerer Elastizitätstensor
Anstelle von Randspannungen werden jetzt auf dem Rand des RVE lineare Verschiebungen u0
vorgeschrieben, die kompatibel zu der konstanten makroskopischen Verzerrung E = ε0 sind, also
u0 = x · ε0.
Für eine homogene Matrix ohne Risse erfüllen die vorgeschriebene makroskopische Verzerrung
und die zugehörige Spannung die Bedingung
σ0 = C : ε0 in V. (8.30)
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Das elastische Verhalten bei Vorhandensein von Rissen soll im Folgenden abgeleitet werden. Wie
im Abschnitt 5.2 gezeigt, muss bei Vorgabe einer über das RVE konstanten makroskopischen Ver-
zerrung ε0 mittels eines kompatiblen Verschiebungsfeldes auf dem Rand ∂V die mittlere Verzer-
rung ε gleich dieser makroskopischen Verzerrung ε0 sein, also
ε ≡ 〈ε〉 = 1
V
∫
V
ε dV =
1
V
∫
∂V
(
n⊗ u0 + u0 ⊗ n) dS = ε0. (8.31)
Die Integration des Verschiebungsfeldes erfolgt ausschließlich über den Rand ∂V des RVE. Für
die Integration der mittleren Verzerrung ε bleiben die Rissoberflächen ∂Ω unberücksichtigt, da
ε = ε0 durch das vorgeschriebene Randverschiebungsfeld u0 = x · ε0 gegeben ist.
Bei Vorgabe einer makroskopischen Verzerrung E = ε0 über das RVE kann die mittlere Spannung
σ geschrieben werden als Summe aus der homogenen Spannung σ0, die das ungerissene (nur aus
der Matrix bestehende) RVE hätte (Gl. (8.30)), und einer Spannungsänderung ∆σc infolge der
Risse:
σ ≡ 〈σ〉 = σ0 + ∆σc. (8.32)
Zur Bestimmung der Spannungsänderung ∆σc gegenüber dem ungerissenen Zustand wird wieder-
um auf das Reziprozitätstheorem zurückgegriffen. Zusätzlich zu den beiden Lastfällen in Gl. (8.15)
wird ein weiterer Lastfall wie folgt eingeführt:
u(3) = x · ε0 auf ∂V,
t(3) = 0 auf ∂Ω. (8.33)
Dieser Lastfall entspricht den hier betrachteten makroskopischen Verzerrungen. Die zu diesen
Randbedingungen korrespondierenden elastischen Felder im RVE seien mit
{
u(3), ε(3), σ(3)
}
= {u(x), ε(x), σ(x)} = {u, ε, σ} . (8.34)
bezeichnet, nicht zu verwechseln mit Gl. (8.17). Für das Reziprozitätstheorem (Gl. (2.32)) werden
die zum jeweiligen Lastfall gehörenden Randspannungen benötigt. Um die Verschiebungsrandbe-
dingung u(3) auf dem Rand des RVE durch adäquate Randspannungen zu ersetzen, müsste das
Randspannungsfeld
t(x) = n(x) · σ(x) = t (8.35)
vorgeschrieben werden, wobei die Punkte x auf dem Rand ∂V liegen. Durch Anwendung des
Reziprozitätstheorems auf die Lastfälle 1 nach Gl. (8.15) und 3 nach Gl. (8.33) entsteht
∫
∂V
t(3) · u(1) dS =
∫
∂V
t(1) · u(3) dS,
∫
∂V
t · (x · δε0) dS =
∫
∂V
(n · δσ0) · (x · ε0) dS +
∫
∂Ω
(−nc · δσ0) · u dS. (8.36)
Aus Gl. (8.36) lässt sich wiederum die virtuelle Verzerrung δε0 ausklammern, wobei die folgenden
leicht zu überprüfenden tensoriellen Umformungen Verwendung finden:
t · (x · δε0) = (δε0)T : (t⊗ x) = δε0 : (t⊗ x), (8.37a)
(n · δσ0) · (x · ε0) = δσ0 : ((n⊗ x) · ε0) = δε0 : C : ((n⊗ x) · ε0) , (8.37b)
(nc · δσ0) · u = δσ0 : (nc ⊗ u) = δε0 : C : (nc ⊗ u). (8.37c)
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(Wegen der Hauptsymmetrie des Elastizitätstensors gilt δσ0 = C : δε0 = δε0 : CT = δε0 : C.)
Gleichung (8.36) erhält damit die Form
δε0 :
{∫
∂V
t⊗ x dS −
∫
∂V
C :
(
(n⊗ x) · ε0) dS +
∫
∂Ω
C : (nc ⊗ u) dS
}
= 0. (8.38)
Da δε0 ein beliebiger symmetrischer Tensor ist, muss auch hier der symmetrische Anteil innerhalb
der geschweiften Klammern identisch null sein. Das mittlere Integral in Gl. (8.38) kann wegen
1
V
∫
∂V
(n⊗ x) dS = 1
V
∫
V
(∇⊗ x) dV = 1(2), (8.39)
und weil C und ε0 konstant sind, weiter ausgewertet werden zu
∫
∂V
C :
[
(n⊗ x) · ε0] dS = V C : [1(2) · ε0] = V σ0. (8.40)
Da das linke Integral in Gl. (8.38) den mit V multiplizierten Mittelwert des symmetrischen Span-
nungstensors σ ≡ 〈σ〉 darstellt (vgl. Abschnitt 2.3.2), folgt mit dem sich zu null ergebenden
symmetrischen Anteil innerhalb der geschweiften Klammern:
σ =
1
V
∫
∂V
t⊗ x dS = σ0 −C :
{
1
V
∫
∂Ω
1
2
(nc ⊗ u + u⊗ nc) dS
}
. (8.41)
In Gl. (8.41) ist der Inhalt der geschweiften Klammern die mittlere Rissverzerrung εc für den Fall
vorgeschriebener Randverschiebungen u0 = x · ε0, und aus dem Vergleich mit Gl. (8.32) ergibt
sich die mittlere „Spannungszunahme“ ∆σc infolge der Rissbildung zu
∆σc = −C : εc. (8.42)
Mit Gl. (8.32) lautet somit die mittlere Spannung σ im RVE:
σ = σ0 −C : εc = C : ε0 −C : εc. (8.43)
Das Ergebnis (Gl. (8.43)) lässt sich alternativ auch auf direktem Weg durch Anwendung des Elasti-
zitätsgesetzes erhalten. Aus Abschnitt 8.1.2 ist bekannt, dass die zusätzliche Verzerrung ∆εc infol-
ge der Mikrorisse gleich ist der mittleren Rissverzerrung εc nach Gl. (8.10): ∆εc = εc (Gl. (8.25)).
Damit setzt sich also die mittlere Verzerrung ε des RVE aus der Verzerrung εm der Matrix und der
Rissverzerrung εc zusammen, und für eine vorgeschriebene makroskopische Verzerrung ε0 muss
gelten:
ε ≡ ε0 = εm + εc. (8.44)
Auf der anderen Seite muss, da es im Riss keine Spannungen gibt (zumindest bei den in dieser
Arbeit betrachteten reibungsfreien Rissen), die mittlere Spannung σ gleich der mittleren Matrix-
spannung σm sein:
σ = σm. (8.45)
Die Anwendung des Elastizitätsgesetzes auf Gl. (8.45) liefert mit Gl. (8.44) ebenfalls
σ = σm = C : εm = C : ε0 −C : εc. (8.46)
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ANMERKUNG 8.1 Während die in Gl. (8.14) eingeführte Verzerrungsänderung ∆εc der tatsächlichen mitt-
leren Verzerrung des Risses εc entspricht (definiert über die Verschiebungen der Rissoberfläche), kann man
bei der hier gegenüber dem homogenen (ungerissenen) Zustand eingeführten Spannungsänderung ∆σc
nicht von einer mittleren Rissspannung sprechen, denn diese ist – wie mit Cc = 0 leicht einzusehen – gleich
null: σc = 0. Auch die Mittelwertbildung nach Gl. (2.122) führt zu σc = 0, da für reibungsfreie Risse (bzw.
allgemein für Hohlräume mit kräftefreien Oberflächen) die Randspannungen gleich null sind.
Im Fall vorgeschriebener Makroverzerrungen ε0 ist der mittlere Elastizitätstensor durch
σ = C : ε0 (8.47)
definiert, und mit der mittleren Spannung σ im RVE nach Gl. (8.43) folgt
(
C−C) : ε0 + C : εc = 0. (8.48)
Aufgrund des linearen Verhaltens des RVE für eine vorgegebene Mikrostruktur (Risse mit vor-
gegebener Geometrie und Anordnung in einer linear elastischen Matrix) lässt sich entsprechend
Gl. (5.29b) (oder Gl. (5.78)) bei einer vorgeschriebenen makroskopischen Verzerrung ε0 diese
über den konstanten Tensor J vierter Stufe mit der mittleren Verzerrung εc in den Rissen verknüp-
fen (σc = 0):
εc = J : ε0. (8.49)
Eingesetzt in Gl. (8.48) folgt
0 =
(
C−C) : ε0 + C : J : ε0
=
(
C−C + C : J) : ε0 (8.50)
und damit wegen der beliebigen Wahl von ε0:
C = C−C : J = C : (1(4) − J). (8.51)
Die Berechnung der Koordinatenmatrix von J wird für den Sonderfall von schlitzförmigen Rissen
in flächigen RVE, der für die Anwendung des faserbewehrten Feinbetons eine vorrangige Bedeu-
tung besitzt, im Abschnitt 8.1.4 gezeigt.
Die verbesserte Annahme nach der Effektive-Feld-Theorie
Für den Fall der vorgeschriebenen Makroverzerrung soll die verbesserte Annahme der Effektive-
Feld-Theorie (MORI-TANAKA) für die Homogenisierung von Materialien mit Mikrorissen kurz
dargestellt werden. Im Gegensatz zu Gl. (8.49) wird der Riss als Störung in einer Matrix mit dem
mittleren Feld εm betrachtet:
εc = J : εm (8.52)
= J : (ε0 − εc), also
εc = (1(4) + J)−1 : J : ε0 = J : (1(4) + J)−1 : ε0. (8.53)
Aus der mittleren Spannung
σ = C : εm (8.54)
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und der mittleren Verzerrung
ε = ε0 = εm + J : εm = (1(4) + J) : εm (8.55)
folgt mit der konstitutiven Beziehung für das RVE (Gl. (8.47)) für den mittleren Elastizitätstensor
C = C : (1(4) + J)−1. (8.56)
Diese Lösung stellt insbesondere für größere Rissdichten (damit größere Jijkl) eine genauere An-
nahme dar.
8.1.4 Schlitzförmige Mikrorisse
In den Abschnitten 8.1.2 und 8.1.3 wurde gezeigt, wie sich aus der Kenntnis der mittleren Rissver-
zerrung εc die mittleren elastischen Eigenschaften und die mittleren makroskopischen Felder von
elastischen Körpern mit Mikrorissen berechnen lassen. Mit εc sind auch die Tensoren H und
J bekannt (Gln. (8.27) und (8.49)). Inhalt dieses Abschnittes ist die Ermittlung dieser Rissver-
zerrung in Abhängigkeit von der makroskopischen Beanspruchung. Gemäß Gl. (8.10) erfordert
dies die Bestimmung der Rissöffnungsverschiebung ∆u. Im Rahmen dieser Arbeit wird in erster
Näherung auf die Lösungen der linear elastischen Bruchmechanik zurück gegriffen. Zwar stellt
im Allgemeinen die linear elastische Bruchmechanik für den spröden Beton nur eine grobe Nä-
herung dar, die resultierenden Rissöffnungsverschiebungen sind für das vorgestellte analytische
Modell jedoch ausreichend genau. Vergleichende Berechnungen mit variierenden Ansätzen für
die Rissöffnungsverschiebungsfunktion zeigten, dass die Ergebnisse der Homogenisierung dies-
bezüglich nicht sehr sensitiv sind. Zur elastisch-plastischen Bruchmechanik, der Kriechbruchme-
chanik oder auch dem Rissverhalten unter zyklischer und dynamischer Belastung sei hier zum
Beispiel auf [GROSS & SEELIG 2001] und [SÄHN & GÖLDNER 1993] verwiesen. Spezielle Fra-
gestellungen zur Problematik von Rissen im Beton werden u.a. in [SAOUMA & BARTON 1994]
und [SAOUMA et al. 2003] behandelt, und für ein tieferes Verständnis der in der Bruchmechanik
verwendeten wegunabhängigen Integrale sei hier [KIENZLER 1993] empfohlen.
Entsprechend der hier betrachteten Anwendung auf flächige faserbewehrte Feinbetonstrukturen
erfolgt eine Beschränkung auf schlitzförmige Mikrorisse, d. h. es wird angenommen, dass die Mi-
krorisse durch die gesamte Dicke der Struktur verlaufen. Ellipsoidförmige Innenrisse ließen sich
auf eine analoge Weise betrachten [NEMAT-NASSER & HORI 1993]. Die Risse sind entsprechend
dem Beanspruchungszustand ausgerichtet. Eine zufällige Ausrichtung würde zu einem mittleren
isotropen Materialverhalten führen. Die Verwendung der gewählten bruchmechanischen Lösung
setzt für die ebenen Rissöffnungsarten (Abb. 8.3(a) und Abb. 8.3(b)) die Annahme ebener Bean-
spruchungszustände voraus, unterscheidet also in einen ebenen Verzerrungs- oder ebenen Span-
nungszustand.
Abbildung 8.2(a) zeigt ein RVE mit senkrecht zur x3-Achse ausgerichteten schlitzförmigen Ris-
sen. Größe und Position in der (x2, x3)-Ebene sind zufällig. Der Einfluss der Mikrorisse auf die
mittleren elastischen Eigenschaften des RVE wird zuerst anhand eines einzelnen typischen Risses
Ωα der Länge 2aα in einem unendlich ausgedehnten Körper untersucht (Abb. 8.2(b)). Anschlie-
ßend wird die Lösung für den einzelnen Mikroriss durch Summation auf die Gesamtheit aller Risse
übertragen.
Bei der Beanspruchung von Rissen wird zwischen drei grundlegenden Belastungsarten unterschie-
den, in deren Folge sich drei Rissöffnungsarten (oft einfach „Mode“ genannt) einstellen. Abbil-
dung 8.3 zeigt einen schlitzförmigen Innenriss in der (x1, x2)-Ebene mit den drei Rissöffnungsar-
ten. Das Spannungs- und Verschiebungsfeld in Rissspitzennähe infolge einer gegebenen Belastung
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Abbildung 8.2: Schlitzförmige Mikrorisse in der (x2, x3)-Ebene bei vorgeschriebener Makrospan-
nung σ0
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Abbildung 8.3: Grundlegende Rissöffnungsarten (Moden): a) Mode I (Zug senkrecht zur Rissflä-
che), b) Mode II (ebener Schub, Gleitmodus), c) Mode III (nichtebener Schub,
Reißmodus)
lässt sich für den ebenen Verzerrungs- bzw. Spannungszustand auf Basis der KOLOSOVschen Glei-
chungen in geschlossener Form angeben [SÄHN & GÖLDNER 1993]. Nur die Spannungen σ033, σ023
und σ031 haben einen Einfluss auf den Mikroriss (Rissöffnungsarten I, II und III). Die im Folgenden
verwendeten Verschiebungsfunktionen wurden [SÄHN & GÖLDNER 1993] entnommen, wo auch
deren Herleitung im Detail nachgelesen werden kann.
Einfluss der Spannung σ033 (Zug senkrecht zum Riss, Mode I) auf den Riss
Im Ausgangszustand sind alle Risse Ωα geschlossen. Unter einer makroskopischen Druckbean-
spruchung Σ33 = σ033 haben die Risse keinen Einfluss. Sie bleiben geschlossen, und die mittleren
elastischen Eigenschaften entsprechen denen des ungeschädigten Materials. Bei Auftreten einer
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Zugspannung in x3-Richtung öffnen sich die Risse und beeinflussen dadurch die makroskopische
Dehnung in dieser Richtung. Für ein ebenes RVE der Fläche A mit einem typischen Riss Ωα der
Länge 2aα und dem Verschiebungssprung ∆uα3 berechnet sich die mittlere Rissverzerrung ε
c,α
33
entsprechend Gl. (8.10) mit dem Normalenvektor der Rissoberfläche [nc] = [0, 0, 1]T nach der
Gleichung
εc,α33 ≡ 〈εα33〉c =
1
A
∫ aα
−aα
1
2
{(nc)3 ∆uα3 + ∆uα3 (nc)3} dx2
=
1
A
∫ aα
−aα
∆uα3 dx2 . (8.57)
Aus der Funktion für die Rissöffnungsverschiebung im Mode I
u3 =
κ + 1
4G
σ33
√
a2 − x22 , |x2| ≤ a (8.58)
folgt der Verschiebungssprung ∆u3 = [u3] 1
∆u3 = 2u3 =
κ + 1
2G
σ33
√
a2 − x22 (8.59)
= σ33
√
a2 − x22



4
E
(1− ν2) im EVZ
4
E
im ESZ .
(8.60)
Durch Einsetzen von ∆u3 in Gl. (8.57) erhält man für einen einzelnen Riss die mittlere Rissver-
zerrung
〈εα33〉c =
1
A
κ + 1
2G
σ033
∫ aα
−aα
√
a2α − x22 dx2
=
1
A
κ + 1
2G
σ033
i
2
[
x2
√
x22 − a2α − a2α arcosh
x2
aα
]aα
−aα
=
1
A
κ + 1
2G
σ033
1
2
a2απ
=
a2α
A
κ + 1
4G
π σ033. (8.61)
Führt man mit Nα die Anzahl der Risse mit der Länge 2aα in einer Einheitsfläche (z.B. der Fläche
A in Gl. (8.61)) ein (Nα hat demnach hier die Einheit Eins je Fläche) und definiert weiter einen
Parameter fα, der die Dichte der Risse mit einer Länge 2aα kennzeichnet als
fα = Nαa
2
α Σ| 2 , (8.62)
lässt sich die mittlere Rissverzerrung εc,α33 aller Risse der Länge 2aα mit Gl. (8.61) schreiben als
εc,α33 = Nαa
2
α
κ + 1
4G
π σ033 = fα
κ + 1
4G
π σ033. (8.63)
Betrachtet man die Gesamtheit aller Risse Ωα, ergibt sich für die mittlere Rissverzerrung
εc33 ≡ 〈ε33〉c =
n∑
α=1
〈εα33〉c =
n∑
α=1
fα
κ + 1
4G
π σ033
= f
κ + 1
4G
π σ033. (8.64)
1 Wegen der Verwechslungsgefahr mit der Vektor-Matrix-Darstellung von Tensoren wird auf die ebenfalls gebräuch-
liche Schreibweise in eckigen Klammern verzichtet.
2 Das Symbol Σ| kennzeichnet, dass nicht über die Indizes (in diesem Fall α) summiert wird.
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Hierin ist f der mittlere Rissdichteparameter des RVE:
f =
n∑
α=1
fα =
n∑
α=1
Nαa
2
α. (8.65)
Statt des Begriffes Rissdichteparameter wird auch vereinfacht der Ausdruck Rissdichte gebraucht.
Für die Gesamtheit aller Risse lässt sich auch die Gesamtzahl N aller Risse pro Einheitsfläche zu
N =
n∑
α=1
Nα (8.66)
einführen. Haben alle Risse die gleiche Länge 2a, folgt f = Na2. Um die Tatsache zu berücksich-
tigen, dass die Risse unter einer Druckbeanspruchung σ33 < 0 keinen Einfluss auf die effektiven
Eigenschaften haben, wird zur Kennzeichnung der Belastungsrichtung die HEAVISIDE-Funktion
H(x) verwendet, die für nichtpositive Argumente 0 und für positive Argumente 1 ist. Damit wird
aus Gl. (8.64):
εc33 = f
κ + 1
4G
π H(σ033)σ
0
33. (8.67)
Der durch den Riss gegenüber dem Elastizitätsmodul E der ungerissenen Matrix verringerte mittle-
re Elastizitätsmodul E3 kann aus der bekannten Rissdehnung berechnet werden. Da für die mittlere
Verzerrung
ε33 = ε
0
33 + ε
c
33 (8.68)
gilt, folgt mit der mittleren Rissverzerrung εc33 nach Gl. (8.67) und dem Elastizitätsgesetz für den
ebenen Verzerrungs- bzw. Spannungszustand in Gl. (2.105b)
(κ + 1)(1 + ν)
4E3
σ033 =
(κ + 1)(1 + ν)
4E
σ033 + f
(κ + 1)(1 + ν)
2E
π H(σ033)σ
0
33. (8.69)
Da die Spannung σ033 beliebig wählbar ist, ergibt sich
E3
E
=
{
1 + 2π f H(σ033)
}−1
, (8.70)
oder, ausgedrückt über die nominellen Elastizitätsmoduln E′ für die ebenen Zustände EVZ und
ESZ (Gl. (2.109))
E
′
3
E ′
=
{
1 + 2π f H(σ033)
}−1
. (8.71)
Da die Risse keinen Einfluss auf den Elastizitätsmodul in x2-Richtung besitzen, gilt
E2 = E bzw. E
′
2 = E
′. (8.72)
Voraussetzung ist auch hier wieder das Vorhandensein einer der beiden ebenen Beanspruchungs-
zustände EVZ oder ESZ.
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Einfluss der Spannung σ023 (ebener Schub, Mode II) auf den Riss
Im Folgenden wird angenommen, dass die Risse reibungsfrei sind, d. h. es werden keine Schub-
spannungen zwischen den Rissoberflächen übertragen. Analog der vorherigen Betrachtung zu σ033
folgt mit Gl. (8.10) der Mittelwert der Rissverzerrung für einen einzelnen Riss der Länge 2aα:
εc,α23 ≡ 〈εα23〉c =
1
A
∫ aα
−aα
1
2
{(nc)2 ∆uα3 + ∆uα2 (nc)3} dx2
=
1
A
∫ aα
−aα
1
2
∆uα2 dx2 . (8.73)
Die Rissöffnungsverschiebung für den Mode II ist gegeben als
u2 =
κ + 1
4G
σ23
√
a2 − x22 , |x1| ≤ a, (8.74)
woraus der Verschiebungssprung
∆u2 = 2u2 =
κ + 1
2G
σ23
√
a2 − x22 (8.75)
= σ23
√
a2 − x22



4
E
(1− ν2) im EVZ
4
E
im ESZ .
(8.76)
folgt. Einsetzen in Gl. (8.73) ergibt für alle Risse der Länge 2aα die mittlere Rissverzerrung
εc,α23 =
1
A
κ + 1
4G
σ023
∫ aα
−aα
√
a2α − x22 dx2
= fα
κ + 1
8G
π σ023. (8.77)
Für die Gesamtheit aller Risse Ωα mit allen auftretenden Risslängen aα beträgt die mittlere Rissver-
zerrung (analog zu Gl. (8.64))
εc23 = 〈ε23〉c = f
κ + 1
8G
π σ023. (8.78)
Die Verringerung des mittleren Schubmoduls G12 gegenüber dem der ungerissenen isotropen Ma-
trix folgt aus
ε23 = ε
0
23 + ε
c
23 (8.79)
mit Gl. (8.78) zu
1
2G23
σ023 =
1
2G
σ023 + f
κ + 1
8G
π σ023 (8.80)
und daraus
G23
G
=
{
1 + f
π(κ + 1)
4
}−1
. (8.81)
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Einfluss der Spannung σ031 (nichtebener Schub, Mode III) auf den Riss
Analog zu Gl. (8.73) berechnet sich die mittlere Rissverzerrung für den einzelnen Riss nach
εc,α31 ≡ 〈εα31〉c =
1
A
∫ aα
−aα
1
2
∆uα1 dx2 . (8.82)
Die Verschiebung ∆uα1 zwischen den gegenüberliegenden Rissoberflächen beträgt
∆u1 = σ31
2
G
√
a2 − x22 , |x2| ≤ a . (8.83)
Damit folgt aus Gl. (8.82) die durch die Summe aller Risse der Länge 2aα verursachte Rissverzer-
rung
εc,α31 =
1
A
1
G
σ031
∫ aα
−aα
√
a2α − x22 dx2
= fα
π
2G
σ031 . (8.84)
Für die Summe aller Mikrorisse berechnet sich die mittlere Rissverzerrung nach
εc31 = 〈ε31〉c = f
π
2G
σ031 , (8.85)
wobei sich die Größe von f für Risse unterschiedlicher Länge nach Gl. (8.65) bestimmen lässt. Das
Verhältnis von mittlerem Schubmodul des gerissenen Körpers zum Schubmodul der ungerissenen
Matrix lässt sich aus
ε31 = ε
0
31 + ε
c
31 , (8.86)
1
2G31
σ031 =
1
2G
σ031 + f
π
2G
σ031 , (8.87)
G31
G
= {1 + f π}−1 . (8.88)
bestimmen. Der mittlere Schubmodul G12 in der (x1, x2)-Ebene wird nicht durch die in x2-
Richtung ausgerichteten Risse beeinflusst, daher gilt
G12 = G. (8.89)
Die Koordinatenmatrix [H] des Tensors H
Sind makroskopische Spannungen σ0 vorgeschrieben, berechnet sich die mittlere Rissverzerrung
εc über den in Gl. (8.27) definierten Tensor H. In Matrixschreibweise lautet diese Beziehung
[εc] = [H] [σ0]. (8.90)
Die einzelnen Maßzahlen von H (bzw. die Komponenten von [H]) für die ebenen Beanspruchungs-
zustände (EVZ, ESZ) sollen im Folgenden ermittelt werden. Unter Beachtung, dass nur Zugspan-
nungen eine Wirkung auf den Riss haben, ergibt sich aus Gl. (8.67)
H3333 = H33 = f
π(κ + 1)
4G
H(σ033) , (8.91)
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desweiteren liefert Gl. (8.78)
H2323 = 2H44 = f
π(κ + 1)
8G
. (8.92)
Bei Ansatz des Lastfalles nichtebener Schub lässt sich aus Gl. (8.85) ablesen:
H3131 = 2H55 = f
π
2G
. (8.93)
Alle anderen Maßzahlen von H sind gleich null. Unter Beachtung der VOIGTschen Notation
(ε4 = 2ε23, u.s.w.) lautet Gl. (8.90) für den ebenen Verzerrungs- bzw. Spannungszustand nach
Aufspaltung in die Verzerrungskomponenten innerhalb der Ebene


εc22
εc33
2εc23

 = f π(κ + 1)
4G


0 0 0
0 H(σ033) 0
0 0 1




σ022
σ033
σ023

 (8.94)
und außerhalb der Ebene
[
2εc31
2εc12
]
= f
π
G
[
1 0
0 0
] [
σ031
σ012
]
. (8.95)
Die komplette [H]-Matrix für schlitzförmige Mikrorisse lautet somit für das hier gewählte Koor-
dinatensystem (siehe Abb. 8.2):
[H] = f
π
G


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 κ+1
4
H(σ033) 0 0 0
0 0 0 κ+1
4
0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0


. (8.96)
Die Koordinatenmatrix [J] des Tensors J
Werden an einem theoretisch unendlich ausgedehnten Körper nicht die Spannungen, sondern die
Verzerrungen vorgeschrieben, lautet Gl. (8.49) in Matrixschreibweise
[εc] = [J] [ε0], (8.97)
wobei die Komponenten von [J] auf eine analoge Weise zu denen von [H] hergeleitet werden
können. Alternativ lässt sich [J] gemäß Gl. (5.79) auch durch eine Matrixmultiplikation von [H]
(Gl. (8.94)) mit der Elastizitätsmatrix [C(α)] für die ebenen Beanspruchungszustände (Gl. (2.105a))
berechnen. Es ist dann
[J] = [H] [C(α)], wobei (α) = EV Z bzw. (α) = ESZ . (8.98)
Damit lautet Gl. (8.97) für die ebenen Beanspruchungszustände nach Aufspaltung in die Verzer-
rungskomponenten innerhalb der Ebene


εc22
εc33
2εc23

 = f π(κ + 1)
4(κ− 1)


0 0 0
−(κ− 3)H(σ033) (κ + 1)H(σ033) 0
0 0 (κ− 1)




ε022
ε033
2ε023

 (8.99)
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und außerhalb der Ebene[
2εc31
2εc12
]
= fπ
[
1 0
0 0
] [
2ε031
2ε012
]
. (8.100)
Die komplette [J]-Matrix stellt sich damit wie folgt dar:
[J] = f π


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 − (κ+1)(κ−3)
4(κ−1) H(σ
0
33)
(κ+1)2
4(κ−1) H(σ
0
33) 0 0 0
0 0 0 κ+1
4
0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0


. (8.101)
Das Vorzeichen der Spannung σ033, erforderlich für die HEAVISIDE-Funktion H(σ033) in den
Gln. (8.99) bis (8.101), kann für die ebenen Beanspruchungszustände nach
σ033 = C
(α)
3322ε
0
22 + C
(α)
3333ε
0
33
=
G(κ + 1)ε033 −G(κ− 3)ε022
κ− 1 (8.102)
ermittelt werden.
ANMERKUNG 8.2 Der für die Homogenisierung elastischer Materialien mit Mikrorissen eingeführte Riss-
dichteparameter f kann nicht beliebig groß gewählt werden. Entsprechend Gl. (8.51) ist offenkundig, dass
die Elemente der Hauptdiagonalen der [J]-Matrix maximal 1 werden dürfen: [Jpq] ≤ 1. Unter Auswertung
von Gl. (8.99) folgt damit wegen
max[Jpq] = f
π
4
(κ + 1)2
κ− 1 ≤ 1
für den Rissdichteparameter f
f ≤ 4
π
κ− 1
(κ + 1)2
= fmax . (8.103)
Beispielsweise ergibt sich für ein Matrixmaterial mit der Querdehnzahl ν = 0, 2 im EVZ (damit κ = 2, 333)
der theoretisch mögliche Höchstwert für den Rissdichteparameter fmax = 0, 153 (im ESZ: fmax = 0, 149).
Aus Gründen der Genauigkeit sollte man sich unter den getroffenen Annahmen jedoch auf deutlich gerin-
gere Rissdichteparameter beschränken. (Auch bei der bereits besprochenen Homogenisierung elastischer
Einschlüsse führen die Annahmen zur Homogenisierung nur für Volumenanteile, die deutlich kleiner sind
als die theoretische Höchstgrenze von 100%, zu sinnvollen Ergebnissen, also fEinschlüsse  1.) Mit der
verbesserten Annahme entsprechend Abschnitt 8.1.3 können größere Rissdichten betrachtet werden (aber
immer noch gilt f ≤ fmax). Zu beachten sind auch die Annahmen und Voraussetzungen für die Gültigkeit
der bruchmechanischen Lösungen bei der Berechnung der Rissuferverschiebungen, wie zum Beispiel die An-
nahme von Einzelrissen im Inneren der Körpers (keine randnahen Risse) ohne gegenseitige Beeinflussung
der Rissspitzen-Felder.
ANMERKUNG 8.3 Während [H] in Gl. (8.96) symmetrisch ist, ist die Symmetrie von [J] in Gl. (8.101)
offenkundig nicht erfüllt. Bildet man das Produkt [C(α)][J] (die Matrix [C(α)] ist die Elastizitätsmatrix für
den EVZ bzw. ESZ), entsteht wieder eine symmetrische Matrix. Tensoriell betrachtet folgt aus der Symmetrie
von H und C auch die Symmetrie des Produktes (J : C)T = (C : H : C)T = C : H : C = J : C. Die
Symmetrie von H sowie des Produktes J : C ist Voraussetzung für einen symmetrischen mittleren Nachgie-
bigkeitstensor D im Falle vorgeschriebener Makrospannungen (Gl. (8.29)) bzw. für einen symmetrischen
mittleren Elastizitätstensor C bei vorgeschriebenen Makroverzerrungen (Gl. (8.51)) von elastischen Kör-
pern mit Mikrorissen. Diese Symmetrie ist sowohl für die Annahme eines ebenen Verzerrungs- als auch
Spannungszustandes gewährleistet.
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8.2 Bidirektional bewehrte RVEs mit Matrix-Mikrorissen
Ein bidirektional bewehrtes RVE mit Matrix-Mikrorissen kann als ein Sonderfall der tridirektio-
nalen Bewehrung betrachtet werden. Dementsprechend lehnen sich die folgenden Herleitungen
stark an die Ausführungen im Abschnitt 7.2 an. Nach einer allgemeinen Formulierung der Be-
stimmungsgleichungen für die mittleren Felder in den Konstituenten und für den mittleren Ela-
stizitätstensor des Verbundkörpers soll als Anwendungsbeispiel eine bidirektional bewehrte Fein-
betonscheibe unter uniaxialem Zug mit Berücksichtigung einer Mikrorissbildung näher betrachtet
werden. Die beiden Bewehrungen seien unter den Winkeln α1 und α2 gegenüber dem hier ge-
wählten globalen Koordinatensystem des RVE geneigt, und die Mikrorisse unter dem Winkel αc.
Alle Risse sind gleich ausgerichtet (αc = konst.), können aber unterschiedliche Längen aα besitzen
(Abb. 8.4).
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Abbildung 8.4: RVE mit bidirektionaler Bewehrung und parallel ausgerichteten Mikrorissen
8.2.1 Mittlere Felder und mittlere elastische Eigenschaften
Obwohl die Vorgehensweise bei der Homogenisierung sehr der ähnelt, wie sie für RVEs mit drei
unterschiedlichen Einschlüssen bereits durchgeführt wurde (Abschnitt 7.2), soll der mechanische
Ansatz wegen der Besonderheiten bei der Behandlung von Mikrorissen (z. B. die Definition von
εc) etwas detaillierter dargestellt werden.
Das mechanische Modell wird dahingehend vereinfacht, dass die gegenseitige Beeinflussung von
Bewehrung und Rissen näherungsweise im Mittel erfasst wird. Gedanklich befinden sich die Ro-
vings (Fasern) und die Mikrorisse in einer isotropen Feinbetonmatrix, in der jedoch nicht die vor-
geschriebene Makroverzerrung E = ε0, sondern die mittlere Verzerrung εm der Matrix vorhanden
ist. Eine direkte Interaktion zwischen der Rissspitze und den Rovings kann im Rahmen dieser Ar-
beit nicht erfasst werden. Die Mikrorisse werden als so klein angenommen, dass die Rovings noch
keinen rissüberbrückenden Einfluss besitzen (siehe hierzu Abschnitt 9).
Bei einer vorgeschriebenen makroskopischen Verzerrung ε0 muss der Mittelwert ε der Verzerrun-
gen im RVE gleich dieser Makroverzerrung ε0 sein, womit der mittlere Elastizitätstensor C über
σ = C : ε = C : ε0. (8.104)
definiert ist. Für zwei Einschlüsse vom Typ Ω1 und Ω2 (Volumenanteile f1 und f2) sowie Mikro-
risse Ωc (Rissdichteparameter f nach Gl. (8.65)) berechnet sich der Mittelwert der Spannungen als
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Volumenmittel gemäß Gl. (5.25) zu
σ ≡ 〈σ〉 = 1
V
∫
V
σ(x) dV
=
1
V
∫
M
σ(x)dV +
1
V
∫
Ω1
σ(x)dV +
1
V
∫
Ω2
σ(x)dV +
1
V
∫
Ωc
σ(x)dV. (8.105)
Das letzte Integral (über die Spannungen im Riss) ist gleich null (σc ≡ 〈σ〉c = 0). Hier soll noch
einmal darauf hingewiesen werden, dass die im Abschnitt 8.1.3 eingeführte Spannungsänderung
∆σc nicht den Mittelwert σc der Spannungen im Riss darstellt (siehe Anmerkung 8.1 in Ab-
schnitt 8.1.3). Die mittlere Spannung σc im Riss ist natürlich null (wegen Cc = 0), während die
Größe ∆σc die Änderung der mittleren Spannung des gerissenen RVE gegenüber der des ungeris-
senen beschreibt. Unter Verwendung der Volumenanteile f1, f2 und
fm = 1− f1 − f2 (8.106)
entsteht aus Gl. (8.105)
σ = fmσ
m + f1σ
1 + f2σ
2. (8.107)
Analog lässt sich der Mittelwert der Verzerrungen, der identisch ist mit der vorgeschriebenen Ma-
kroverzerrung, schreiben als
ε ≡ 〈ε〉 = ε0 = 1
V
∫
V
ε(x) dV,
=
1
V
∫
M
ε(x)dV +
1
V
∫
Ω1
ε(x)dV +
1
V
∫
Ω2
ε(x)dV +
1
V
∫
Ωc
ε(x)dV. (8.108)
Das rechte Integral in Gl. (8.108) stellt den Mittelwert der Verzerrungen im Riss bezogen auf das
Volumen V des RVE dar und ist identisch mit der im Abschnitt 8.1.2 eingeführten Rissverzerrung
εc ≡ 〈ε〉c . Aus Gl. (8.108) wird somit
ε0 = fmε
m + f1ε
1 + f2ε
2 + εc. (8.109)
Das Einsetzen der lokalen konstitutiven Beziehungen in Gl. (8.107) liefert
σ = fmC : ε
m + f1C
1 : ε1 + f2C
2 : ε2. (8.110)
Mittels Gl. (8.109) lässt sich das gewichtete Volumenmittel fmεm der Matrixverzerrung in
Gl. (8.110) ersetzen, sodass sich ergibt:
σ = C :
(
ε0 − f1ε1 − f2ε2 − εc
)
+ f1C
1 : ε1 + f2C
2 : ε2
= C : ε0 + f1
(
C1 −C) : ε1 + f2
(
C2 −C) : ε2 −C : εc. (8.111)
Der Term C : εc in der Gl. (8.111) verkörpert die Veränderung ∆σc der mittleren Spannung
σ des RVE infolge der Mikrorissbildung gegenüber dem ungerissenen, bidirektional bewehrten
Verbundmaterial:
σc = −C : εc. (8.112)
Für ellipsoidförmige Einschlüsse ist die Verzerrung innerhalb der Einschlüsse konstant, womit zur
Vereinfachung der Schreibweise auf die Kennzeichnung der Mittelwertbildung verzichtet werden
kann, also εα = εα.
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Durch Gleichsetzen der Gl. (8.104) mit Gl. (8.111) entsteht die Bestimmungsgleichung für den
mittleren Elastizitätstensor C:
(
C−C) : ε0 = f1
(
C1 −C) : ε1 + f2
(
C2 −C) : ε2 −C : εc. (8.113)
Sind keine Risse vorhanden (εc = 0), so geht Gl. (8.113) in Gl. (7.11) für bidirektionale Be-
wehrung über, und für f1 = f2 = 0 entsteht die Beziehung für einen gerissenen Matrix-Körper
(Gl. (8.48)).
Bei der hier Eingang findenden Modellvorstellung wird vereinfacht angenommen, dass sich die
Einschlüsse vom Typ Ω1 und Ω2 (in den zwei Bewehrungsrichtungen) sowie die Mikrorisse Ωc
jeweils in einem Matrixgebiet mit der mittleren Verzerrung εm befinden. Unter der Vorausset-
zung ellipsoidförmiger Einschlüsse berechnen sich die mittleren Verzerrungen in Ω1 bzw. Ω2 nach
Gl. (5.64a) mittels der Gleichungen
ε1 = A1 :
(
A1 − S1)−1 : εm bzw. (8.114a)
ε2 = A2 :
(
A2 − S2)−1 : εm (8.114b)
Für die mittlere Rissverzerrung gilt nach Gl. (8.49)
εc = Jc : εm. (8.114c)
Mit Gl. (8.109) lässt sich die mittlere Matrixverzerrung εm in den Gln. (8.114) ersetzen:
fmε
1 = A1 :
(
A1 − S1)−1 : (ε0 − εc − f1ε1 − f2ε2
)
,
ε1 =
(
fm1
(4) + f1A
1 : (A1 − S1)−1)−1 : A1 : (A1 − S1)−1 : (ε0 − εc − f2ε2
)
,
(8.115a)
fmε
2 = A2 :
(
A2 − S2)−1 : (ε0 − εc − f1ε1 − f2ε2
)
,
ε2 =
(
fm1
(4) + f2A
2 : (A2 − S2)−1)−1 : A2 : (A2 − S2)−1 : (ε0 − εc − f1ε1
)
,
(8.115b)
fmε
c = Jc :
(
ε0 − εc − f1ε1 − f2ε2
)
,
εc =
(
fm1
(4) + Jc
)−1
: Jc :
(
ε0 − f1ε1 − f2ε2
)
. (8.115c)
Führt man zur Vereinfachung der Schreibweise die konstanten Tensoren Kα ein (vgl. Gl. (7.6) oder
auch Gln. (7.33)), lässt sich das nach ε0 aufgelöste Gleichungssystem (8.115) wie folgt schreiben:
ε0 = K1 : ε1 + f2 ε
2 + εc, (8.116a)
ε0 = f1 ε
1 + K2 : ε2 + εc, (8.116b)
ε0 = f1 ε
1 + f2 ε
2 + Kc : εc, (8.116c)
wobei
K1 = (fm + f1)1
(4) − fm S1 :
(
1(4) −D : C1) , (8.117a)
K2 = (fm + f2)1
(4) − fm S2 :
(
1(4) −D : C2) , (8.117b)
Kc =
((
fm1
(4) + Jc
)−1
: Jc
)−1
= fm (J
c)−1 + 1(4). (8.117c)
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Das Gleichungssystem (8.116) besitzt eine ähnliche Struktur wie die Gln. (7.34). Dementspre-
chend erfolgt die Lösung des Gleichungssystemes in gleicher Weise. Die Differenzen zwischen
den einzelnen Gleichungen in (8.116) führen zu(
K1 − f11(4)
)
: ε1 =
(
K2 − f21(4)
)
: ε2 =
(
Kc − 1(4)) : εc, (8.118a)
bzw. nach Rücksubstitution von K1, K2 und Kc mit den Gln. (8.117) zu(
1(4) − S1 : (1(4) −D : C1)) : ε1 = (1(4) − S2 : (1(4) −D : C2)) : ε2 = (Jc)−1 : εc.
(8.118b)
Berücksichtigt man, dass für den Elastizitätstensor der Mikrorisse C3 = 0 gilt und Jc nach
Gl. (5.81) über
Jc =
(
1(4) − S3)−1 (8.119)
mit dem ESHELBY-Tensor in Beziehung steht, lässt sich die Gleichheit in der Struktur von
Gl. (8.118b) für alle drei Terme erkennen. Die Lösung des Gleichungssystemes (8.116) führt zu
einem ähnlichen Ergebnis wie die Gln. (7.37):
ε1 =
{
K1 +
(
f2
(
K2 − f21(4)
)−1
+
(
Kc − 1(4))−1
)
:
(
K1 − f11(4)
)}−1
: ε0, (8.120a)
ε2 =
{
K2 +
(
f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+
(
Kc − 1(4))−1
)
:
(
K2 − f21(4)
)}−1
: ε0, (8.120b)
εc =
{
Kc +
(
f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+ f2
(
K2 − f21(4)
)−1)
:
(
Kc − 1(4))
}−1
: ε0. (8.120c)
Die Gln. (8.120) zeigen die Ähnlichkeiten in der Lösungsstruktur für die Berechnung der mittleren
Verzerrungen in den Konstituenten. Bei der numerischen Umsetzung ist für die Mikrorisse jedoch
eine Besonderheit zu beachten: Wie aus Gl. (8.101) ersichtlich, kann die Inverse der Matrix [J]
nicht gebildet werden. Damit lässt sich auch nicht die Hilfsmatrix [Kc] (Gl. (8.117c)) berechnen.
Alle drei Gleichungen (8.120) können nach Rücksubstitution von Kc nach Gl. (8.117c) jedoch in
die folgende numerisch auswertbare Form überführt werden:
ε1 =
{
K1 +
(
f2
(
K2 − f21(4)
)−1
+
1
fm
Jc
)
:
(
K1 − f11(4)
)}−1
: ε0, (8.121a)
ε2 =
{
K2 +
(
f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+
1
fm
Jc
)
:
(
K2 − f21(4)
)}−1
: ε0, (8.121b)
εc =
1
fm
Jc :
{
1
fm
Jc + 1(4) + f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+ f2
(
K2 − f21(4)
)−1}−1
: ε0. (8.121c)
Mit den nunmehr bekannten Lösungen für die mittleren Verzerrungen in den Konstituenten folgt
der mittlere Elastizitätstensor C unter Auswertung von Gl. 8.113):
C = C + f1
(
C1 −C) :
{
K1 +
(
f2
(
K2 − f21(4)
)−1
+
1
fm
Jc
)
:
(
K1 − f11(4)
)}−1
+ f2
(
C2 −C) :
{
K2 +
(
f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+
1
fm
Jc
)
:
(
K2 − f21(4)
)}−1
−C : 1
fm
Jc :
{
1
fm
Jc + 1(4) + f1
(
K1 − f11(4)
)−1
+ f2
(
K2 − f21(4)
)−1}−1
.
(8.122)
Es ist leicht zu überprüfen, dass Gl. (8.122) ohne Mikrorisse (Jc = 0) in die Lösung für bidirek-
tionale Bewehrung (Gl. (7.14)) und für eine unbewehrte Betonmatrix (fm = 1 und f1 = f2 = 0)
in Gl. (8.56) übergeht.
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8.2.2 Beispiel: bidirektional bewehrte Feinbetonscheibe unter uniaxialem Zug
Betrachtet wird eine Feinbetonplatte mit x1 als Koordinate in Dickenrichtung, die mit einer bidirek-
tionalen Faserbewehrung im Raster l1 × l2 unter den Winkeln 0◦/90◦ (bezüglich der x3-Richtung
des RVE) verstärkt ist (Abb. 8.5). Beansprucht wird die Platte durch eine makroskopische Deh-
x2
x3
l
2
l1
u
3 
= x
3 
"
3
0 0
u
3 
= x
3 
"
3
0 0
(a) Ungerissene Ausgangskonfiguration
2a
2a
u
3 
= x
3 
"
3
0 0
u
3 
= x
3 
"
3
0 0
(b) Entstehung von Mikrorissen
Abbildung 8.5: Bidirektional bewehrte Betonscheibe unter uniaxialem Zug ε033
nung in x3-Richtung (ε033 = ε03 > 0). Durch die Forderung ε03 > 0 wird sichergestellt, dass die
Risse immer geöffnet sind. In der Feinbetonmatrix werden Risse der Länge 2a angenommen, die
entsprechend der vorgegebenen Belastung senkrecht zur x3-Achse ausgerichtet sind und über die
gesamte Dicke der Platte verlaufen. Es sind schlitzförmige Risse, weswegen für die Berechnung
der mittleren Verzerrung εc bzw. des Tensors Jc auf die im Abschnitt 8.1.4 dargestellte Lösung
zurückgegriffen werden kann. Da es sich um eine dünne Platte handelt, wird für die Berechnung
der Rissverzerrung ein ebener Spannungszustand (ESZ) vorausgesetzt.
Als Belastungspfad wird eine stetig steigende Zugbeanspruchung in x3-Richtung durch eine ma-
kroskopische Verzerrung ε03 vorgeschrieben:
[
RV E
ε0 ] =
[
0, 0, ε03, 0, 0, 0
]T
mit ε03 > 0. (8.123)
Analog zu den vorangegangenen Beispielen werden wieder die Materialparameter
Elastizitätsmodul des Roving in Faserrichtung Er = 76 000N/mm2,
Schubmodul in der Rovingebene G3 = 0,
Geometrie des Rovingquerschnitts a2 = a1,
Elastizitätsmodul der Matrix Em = 30 000N/mm2,
Querdehnzahl der Matrix νm = 0, 20 ,
Volumenanteil der Längsbewehrung (Hauptbewehrung) f1 = 0, 05 ,
Volumenanteil der Querbewehrung f2 = 0, 01
(8.124)
verwendet, womit sich die Matrizen nach Gl. (6.27), Gl. (6.28) und Gl. (6.29) ergeben. Da hier
eine eindimensionale Beanspruchung in x3-Richtung vorliegt, sind im Folgenden mit den Begrif-
fen Dehnung, Spannung und Elastizitätsmodul immer die entsprechenden Größen in x3-Richtung
gemeint.
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Zunächst soll der Einfluss des Rissdichteparameters fc auf den mittleren Elastizitätsmodul E3 des
Verbundwerkstoffes in Belastungsrichtung untersucht werden. Bei unverändertem Bewehrungs-
grad und gleich bleibender Ausrichtung der Bewehrung wird der Rissdichteparameter fc = Na2
in den Grenzen 0 ≤ fc ≤ 0, 06 variiert. Der obere Grenzwert wird mittels folgender Überlegung
festgesetzt: Mit l1 = l2 = l folgt unter der Annahme, dass sich jeweils zwischen den Bewehrungen
höchstens ein Riss mit der maximalen Länge 2a = 0, 5 l bildet
fc,max =
1
l2
(
1
4
l
)2
= 0, 0625. (8.125)
Die Begrenzung auf 2a = 1/2 l wird getroffen, um noch annähernd die Annahme von Mikro-
rissen ohne direkte Interaktion untereinander und mit der Bewehrungsstruktur zu rechtfertigen.
Zudem wird angenommen, dass die Mikrorisse nach Überschreiten von fc,max in Gl. (8.125) begin-
nen, sich zu Makrorissen zu verbinden. Die Größe fc,max ist demnach eine weitere Eingangsgröße
für das mechanische Modell und müsste im konkreten Anwendungsfall durch geeignete Versuche
verifiziert werden. Für das hier vorgestellte Beispiel und auch für die weiteren Ausführungen in
dieser Arbeit legt der Verfasser den oberen Grenzwert des Rissdichteparameters der Mikrorisse auf
fc,max ∼= 0, 0625 fest. Abbildung 8.6 zeigt die Verringerung von E3 mit steigendem Rissdichtepa-
rameter fc. Zum Vergleich sind die vereinfachte Lösung für Einschlüsse und Risse ohne jegliche
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Abbildung 8.6: Verringerung des mittleren Elastizitätsmodul in der Belastungsrichtung in Abhän-
gigkeit vom Rissdichteparameter fc
Berücksichtigung von Wechselwirkungen sowie die Ergebnisse für einen unbewehrten Beton mit
Mikrorissen angegeben. Ohne Berücksichtigung von Wechselwirkungen berechnet sich der mitt-
lere Elastizitätstensor auf deutlich einfachere Weise als im Abschnitt 8.2.1 für die Effektive-Feld-
Theorie hergeleitet. Aus
εc = Jc : ε0, (8.126a)
ε1 = A1 :
(
A1 − S1)−1 : ε0 = (1(4) − S1 : (1(4) −D : C1))−1 : ε0 und (8.126b)
ε2 = A2 :
(
A2 − S2)−1 : ε0 = (1(4) − S2 : (1(4) −D : C2))−1 : ε0 (8.126c)
122 8 Mikrorisse
folgt direkt
C = C + f1
(
C1 −C) : ε1 + f2
(
C2 −C) : ε2 −C : εc (8.127)
= C + f1
(
C1 −C) : A1 : (A1 − S1)−1 + f2
(
C2 −C) : A2 : (A2 − S2)−1
−C : Jc. (8.128)
Mit steigender Rissdichte3 (bedeutet eine steigende Rissanzahl und/oder Risslänge) vergrößert sich
die Abweichung im Ergebnis für E3 zwischen der Annahme wechselwirkungsfreier Einschlüsse
und Defekte und der verbesserten Annahme nach der Effektive-Feld-Theorie überproportional. Bei
fc = 0, 02 beträgt die Abweichung bereits etwa 1, 5%.
Um das Spannungs-Dehnungs-Verhalten von bewehrtem Beton zu beschreiben, ist ein Kriteri-
um für die Mikrorissbildung erforderlich. Hier wird auf das Festigkeitskriterium zurückgegriffen.
Übersteigt die Zugspannung im Beton den maximalen Wert σmu, beginnt die Mikrorissbildung.
Als Grenzwert wird für die Zugfestigkeit des Betons der Wert
σmu = 5N/mm
2 (8.129)
angenommen. Über das HOOKEsche Gesetz für die Feinbetonmatrix kann alternativ auch die kri-
tische Grenzdehnung
εmu =
σmu
Em
=
5N/mm2
30 000N/mm2
= 0, 17 (8.130)
als Versagenskriterium verwendet werden. Im Fall der verwendeten Effektive-Feld-Theorie sind
die Dehnungen der Betonmatrix und der unter 0◦ bezüglich x3 geneigten Hauptbewehrung in x3-
Richtung identisch groß:
εm3 = ε
1
3. (8.131)
Vor der Entstehung von Mikrorissen liegt εm3 = ε13 geringfügig unterhalb der vorgeschriebenen
makroskopischen Dehnung ε03, was durch die als Hohlraum wirkende Querbewehrung bedingt ist.
Sind weder Querbewehrung noch Risse vorhanden (f2 = 0 und fc = 0), ist εm3 = ε13 = ε03. Durch
die Entstehung der Mikrorisse fällt die mittlere Matrixdehnung εm3 (es gilt weiterhin εm3 = ε13)
deutlich gegenüber der makroskopischen Dehnung ε03 ab. Mikrorisse können also die Beanspru-
chung der Matrix maßgebend verringern. Wird die makroskopische Dehnung stetig erhöht, entste-
hen nach Erreichen der kritischen Dehnung εmu im Beton Mikrorisse, und zwar genau so viele,
dass die dadurch abfallende mittlere Dehnung im Beton den Grenzwert εmu nicht überschreitet. Es
muss demnach die Bedingung
εm3 (ε
0
3, fc) ≤ εmu (8.132)
erfüllt sein. Abbildung 8.7 zeigt als Ergebnis die makroskopische Spannungs-Dehnungs-
Beziehung σ3(ε03), den mittleren Elastizitätsmodul E3 sowie die Verläufe der mittleren lokalen
Dehnungen εm3 = ε13 und εc3 in Abhängigkeit der vorgeschriebenen makroskopischen Dehnung ε03.
Auf die Darstellung von ε23 wurde verzichtet. Als Abbruchkriterium dient die mit fc = 0, 0625
festgelegte maximale Rissdichte. Die makroskopische Dehnung bei dieser Rissdichte beträgt
ε03 = 0, 24. Durch die mit der Belastung wachsende Rissdichte ist das makroskopische Materi-
alverhalten trotz der Annahme linear elastischen Materialverhaltens für die Ausgangsmaterialien
Feinbeton und Glasfaserroving nichtlinear elastisch. Da die mittlere Betonspannung σm3 geringer
3 Vereinfachter Ausdruck für Rissdichteparameter.
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Abbildung 8.7: Bidirektional bewehrte Feinbetonmatrix mit Mikrorissen unter uniaxialem Zug
ist als die mittlere makroskopische Spannung σ3, kann die Beanspruchung des RVE über den kri-
tischen Wert σmu für reinen Beton hinaus gesteigert werden, ohne dass es zu einer Rissbildung
kommt. Nach Einsetzen der Rissbildung sorgen die Risse für eine Entlastung der Matrix, und die
makroskopische Beanspruchung kann weiter gesteigert werden.
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Überschreitet bei fortschreitender Beanspruchung die Dichte der Mikrorisse einen kritischen Wert,
formieren sich diese zu einem Makroriss. Es wird hier davon ausgegangen, dass ein solcher Riss
durch das komplette RVE verläuft. Ohne das Vorhandensein einer Bewehrung würde die Steifigkeit
senkrecht zum Riss auf null fallen. Durch die rissüberbrückenden Rovings können jedoch weiter-
hin Spannungen (bzw. Kräfte) senkrecht zum Riss übertragen werden. Es kommt zum teilweisen
Auszug der Rovings aus der Matrix. Die Lastübertragung zwischen dem Roving und der Matrix
erfolgt durch Schubkräfte in den Verbundflächen. Da die mittleren elastischen Materialeigenschaf-
ten stark vom Belastungspfad abhängig sind, erfolgt im Rahmen dieser Arbeit eine Einschränkung
auf den uniaxialen Zugversuch. Ziel ist die mechanische Modellierung des im Abschnitt 1.2 darge-
stellten Materialverhaltens von Textilbetonbauteilen unter Zugbeanspruchung. Abbildung 9.1 zeigt
einen Zugkörper, in dem sich Makrorisse mit der Rissöffnungsweite 2v (v ist die Auszugslänge des
Roving aus der Matrix) gebildet haben, und eine Möglichkeit für die Wahl des RVE.
Das RVE kann über seine Länge 2l in x3-Richtung (Abb. 9.1) auch mehrere Makrorisse einschlie-
ßen. Bedingung ist, dass an den Rändern des RVE (x3 = 0 und x3 = 2l in Abb. 9.2) die Relativver-
schiebung (Schlupf) zwischen Roving und Matrix null sind. Werden, wie in Abb. 9.1 dargestellt,
für die Makrorisse gleich große Rissöffnungsweiten angenommen, beginnt und endet das RVE in
der Mitte zwischen zwei Rissen. Die Wahl der Breite b des RVE (in x2-Richtung) ist innerhalb der
Gesamtbreite der Matrix beliebig. Beim Auszugsproblem ist die Kenntnis des Volumenanteils f
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Abbildung 9.1: Faserbewehrter Verbundkörper unter uniaxialer Zugbeanspruchung
der Rovings für die Berechnung nicht ausreichend. Zusätzlich ist eine Information über die Größe
der Rovingoberfläche, über die die Schubspannungen übertragen werden, erforderlich. Bei glei-
chem Faservolumenanteil übertragen viele kleine Rovings größere Kräfte in die Matrix als wenige
große Rovings, und Rovings mit flacheren Querschnitten übertragen größere Kräfte als Rovings
mit kompakteren Querschnitten. Für beliebige Querschnittsformen wird der Parameter φ mit
φ =
ur
ABezug
. (9.1)
eingeführt. Mit diesem Parameter φ lassen sich unterschiedliche Rovings in einer Bewehrung er-
fassen. Dabei ist ur der Umfang aller n eingelegten Rovings in einer Bezugs-Querschnittsfläche
ABezug (bzw. Einheitsfläche) des Verbundmaterials. Als Bezugs-Querschnittsfläche ABezug kann in
sinnvoller Weise auch die Querschnittsfläche des RVE gewählt werden (ABezug = Am + Ar = A,
Abb. 9.2).
9.1 Mittlere elastische Felder und mittlere elastische Materialparameter
Basierend auf dem in Abb. 9.1 gewählten RVE einer faserbewehrten Matrix mit einem Makroriss
sollen die Bestimmungsgleichungen für die mittleren Spannungen und Verzerrungen nach erfolgter
Makrorissbildung formuliert werden. Verwendet wird zur Homogenisierung (unter Ausnutzung
der Symmetrie, siehe RVE in Abb. 9.1) ein halbes Element mit der Ausgangslänge l (Abb. 9.2(a)).
An der Position x3 = 0 ist die Relativverschiebung zwischen Roving und Matrix immer gleich
null. Abbildung 9.2(b) zeigt die verformte Konfiguration mit dem am Makroriss um v aus der
Matrix teilweise ausgezogenen Roving. Die bei einer Auszugslänge v (halbe Rissöffnung) durch
den Roving übertragbare rissüberbrückende Kraft sei P , und es gilt die allgemeine Abhängigkeit
P = P (v) (9.2)
zwischen den Größen am Makroriss.
Der Elastizitätsmodul Er ist der des Roving in Faserlängsrichtung, der Elastizitätsmodul Em der
der isotropen Matrix. Ar und Am sind die Querschnittsflächen von Roving und Matrix. Bei Ver-
wendung des Volumenanteils f der Rovings am Gesamtvolumen gilt für die Flächenanteile
Ar = fA und Am = (1− f)A. (9.3)
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Abbildung 9.2: Betrachtung eines halben RVE zur Berechnung der mittleren Felder
Aus der mittleren Spannung σ3 und Verzerrung ε3 lässt sich der mittlere Elastizitätsmodul E3 in
Beanspruchungsrichtung (hier die x3-Richtung) berechnen:
σ3 = E3 ε3. (9.4)
Obwohl die Ergebnisse der im Folgenden durchgeführten Mittelwertbildung auch aus direkten
eindimensionalen Überlegungen gewonnen werden können, wird hier von den allgemeinen, bereits
in den vorangegangenen Abschnitten verwendeten Ansätzen ausgegangen. Damit soll verdeutlicht
werden, dass die eindimensionale Betrachtungsweise in diesem Abschnitt nicht im Widerspruch
zu den vorherigen dreidimensionalen Homogenisierungsmethoden auf tensorieller Basis steht. Den
Makrorissen zugehörige Größen werden durch den Index mc gekennzeichnet, der Index c bleibt
weiterhin den Mikrorissen vorbehalten.
Wie schon für die Mikrorisse in Abschnitt 8.1.4 durchgeführt, berechnet sich die mittlere Ver-
zerrung eines einzelnen Makrorisses mit dem Verschiebungssprung [umc3 ] = 2v, bezogen auf das
Gesamtvolumen V des RVE der Länge 2l aus Gl. (8.10):
εmc3 ≡ 〈ε3〉mc =
1
V
∫
∂Ω+
1
2
(nc ⊗∆u + ∆u⊗ nc) dS = 1
V
∫
Am
2v dS
=
1
2 l A
2v(1− f)A
=
1
l
(1− f) v. (9.5)
Bezeichnet man den Dehnungsverlauf des Roving in Faserrichtung mit εr(x3) und den Normal-
kraftverlauf mit Nr(x3), wobei
εr(x3) =
1
ArEr
Nr(x3) =
1
f AEr
Nr(x3) (9.6)
gilt, lässt sich die mittlere Dehnung εr3 des Roving in Faserrichtung für ein halbes RVE unter
126 9 Makrorisse
Ausnutzung der Symmetrie aus dem Normalkraftverlauf wie folgt berechnen:
εr3 ≡ 〈ε3〉r =
1
Vr
∫ l
0
εr(x3) dV =
Ar
Vr
∫ l
0
εr(x3) dx3
=
1
l
∫ l
0
εr(x3) dx3 (9.7a)
=
1
l
1
ArEr
∫ l
0
Nr(x3) dx3. (9.7b)
Ebenso ergibt sich die mittlere Dehnung εm3 der Matrix:
εm3 ≡ 〈ε3〉m =
1
l
∫ l
0
εm(x3) dx3 (9.8a)
=
1
l
1
AmEm
∫ l
0
Nm(x3) dx3 . (9.8b)
Ausgehend von den Gln. (9.7a) und (9.8a) kann (mit den Anfangswerten für die Verschiebung des
Roving vr(x3 = 0) = 0 und die Verschiebung der Matrix vm(x3 = 0) = 0, laut Definition) auch
geschrieben werden:
εr3 =
1
l
vr(x3 = l) und εm3 =
1
l
vm(x3 = l). (9.9)
Dabei sind vr(x3) bzw. vm(x3) die Verschiebungsfunktionen von Roving bzw. Matrix in Abhän-
gigkeit der Koordinate x3. Für die betrachtete Problemstellung (Abb. 9.2(b)) müssen die beiden
Randbedingungen
vr(x3 = 0)− vm(x3 = 0) =0 und vr(x3 = l)− vm(x3 = l) = v (9.10)
erfüllt sein. Da das RVE symmetrisch zur Rissmitte ist (Abb. 9.1), folgt die mittlere Dehnung ε3
des RVE mit Gln. (9.5) und (9.9) aus der Mittelwertbildung
ε3 = f ε
r
3 + (1− f) εm3 + εmc3
=
1
l
f vr(x3 = l) +
1
l
(1− f) vm(x3 = l) + 1
l
(1− f) v
=
1
l
f vr(x3 = l) +
1
l
(1− f) (vr(x3 = l)− v) + 1
l
(1− f) v
=
1
l
vr(x3 = l). (9.11)
Dieses Ergebnis sagt wie zu erwarten aus, dass die mittlere Dehnung ε3 des RVE in x3-Richtung
gleich ist der Längenänderung des Roving bezogen auf die Ausgangslänge. Damit folgt auch ε3 =
εr3 (Gl. 9.9). Ausgedrückt durch die Rovingnormalkraft (Gl. (9.7b)) wird aus Gl. (9.11):
ε3 = ε
r
3 =
1
l
1
ArEr
∫ l
0
Nr(x3) dx3 =
1
l
1
f AEr
∫ l
0
Nr(x3) dx3. (9.12)
Die Berechnung der mittleren Spannung σ3 des RVE in diesem eindimensionalen Problem ist
einfach und kann, ausgehend von der allgemeinen Mittelwertbildung, wie folgt formuliert werden:
σ3 = f σ
r
3 + (1− f)σm3
= f Erε
r
3 + (1− f)Emεm3 . (9.13)
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Das Einsetzen der mittleren Dehnungen nach Gln. (9.7b) und (9.8b) führt mit der auf dem Gleich-
gewicht am RVE basierenden Gleichung
Nr(x3) + Nm(x3) = P (9.14)
zu
σ3 = f
1
l
1
Ar
∫ l
0
Nr(x3) dx3 + (1− f) 1
l
1
Am
∫ l
0
Nm(x3) dx3
= f
1
l
1
Ar
∫ l
0
Nr(x3) dx3 − (1− f) 1
l
1
Am
∫ l
0
Nr(x3) dx3 + (1− f) 1
l
1
Am
∫ l
0
P dx3
=
1
l
1
A
∫ l
0
Nr(x3) dx3 − 1
l
1
A
∫ l
0
Nr(x3) dx3 +
P
A
=
P
A
. (9.15)
Das Ergebnis besagt, dass die mittlere Spannung gleich ist der im Riss übertragenen Faserkraft,
geteilt durch die Querschnittsfläche des RVE, und war wiederum in dieser Form zu erwarten.
Einsetzen der Gln. (9.12) und (9.15) in Gl. (9.4) liefert schließlich den mittleren Elastizitätsmodul
E3 in der Beanspruchungsrichtung x3:
E3 = f Er
P l∫ l
0
Nr(x3) dx3
. (9.16)
Dieses Ergebnis ist unabhängig von den gewählten Randbedingungen, d.h. Gl. (9.16) gilt so-
wohl für vorgeschriebene Makroverzerrungen als auch für vorgeschriebene Makrospannungen.
Die unterschiedlichen Randbedingungen müssen erst bei der Aufstellung der Normalkraftfunktion
Nr(x3) beachtet werden.
9.2 Der Sonderfall konstanter Schubspannungen zwischen Roving und Matrix
9.2.1 Das mittlere elastische Materialverhalten bei konstanten Schubspannungen
Die Annahme, dass beim Faserauszug die Kraftübertragung zwischen Roving und Feinbetonmatrix
durch eine konstante Schubspannung τ = konstant erfolgt, ist die denkbar einfachste. Zwar wird
später (Abschnitt 10) gezeigt, dass eine solche Annahme das wahre Verhalten nicht ausreichend
widerspiegeln kann, die dort erzielten Lösungen für das Verbundproblem sind jedoch nicht geeig-
net, die Vorgehensweise bei der Ermittlung eines effektiven (mittleren) elastischen Materialverhal-
tens in nachvollziehbarer, übersichtlicher Form zu zeigen. Die später im Abschnitt 10 hergeleiteten
Ergebnisse liegen zwar ebenfalls in (zumindest bereichsweise) geschlossenen analytischen Funk-
tionen vor, jedoch muss der Algorithmus zu ihrer Umsetzung im Rahmen der Homogenisierung
aufgrund der Komplexität und „Länglichkeit“ der Funktionen sowie der erforderlichen Fallun-
terscheidungen programmiert werden. Im Abschlussbeispiel (Abschnitt 11) wird ein verbessertes
Verbundmodell verwendet.
Wie an den Ergebnissen im Abschnitt 9.1 leicht abzulesen, ist die entscheidende Funktion für
die Bestimmung des mittleren Materialverhaltens der Normalkraftverlauf Nr(x3) im Roving. Ab-
bildung 9.3 zeigt den Verlauf der Rovingnormalkraft für einen beliebigen Belastungszustand bei
konstanter Schubspannung im Interface4.
4 Das Interface ist die Kontaktfläche (Verbundfläche) der Dicke null zwischen Roving und Matrix, siehe Abschnitt 3.3
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Abbildung 9.3: Verlauf der Rovingnormalkraft Nr(x3) bei konstanter Verbundspannung τ
Die Länge des Bereiches, in dem die Schubspannung übertragen wird, ist mit la bezeichnet (a steht
für „abgelöst“), und die zur Verfügung stehende Gesamtlänge ist l (Abb. 9.2(a)). Für den Bereich
la wird neben der Koordinate x3, die am Rand des Elementes beginnt, mit
x3 = x3 − (l − la) (9.17)
eine weitere Koordinate eingeführt. Mit den Randwerten Nr,0 bzw. Nm,0 der Normalkräfte von
Roving bzw. Matrix an der Position x3 = 0, dem Umfang u des Roving und der im Bereich x3 > 0
wirkenden Schubspannung τ lauten die Funktionen für die Normalkraftverläufe
Nr(x3) =
{
Nr,0
Nr,0 + τ u x3 = Nr,0 + τ u (x3 − (l − la))
x3 ≤ (l − la)
x3 > (l − la) , (9.18a)
Nm(x3) =
{
Nm,0
Nm,0 − τ u x3 = Nr,0 − τ u (x3 − (l − la))
x3 ≤ (l − la)
x3 > (l − la) . (9.18b)
An jeder Stelle x3 muss das Gleichgewicht (siehe Gl. (9.14))
Nr(x3) + Nm(x3) = P = Nr,0 + Nm,0 (9.19)
erfüllt sein, womit sich die Normalkraft Nm der Matrix immer durch die Differenz zwischen der
Rovingnormalkraft Nr und der Kraft P am Riss substituieren lässt. Mit steigender Beanspruchung
wächst die Länge la, kann aber praktisch die zur Verfügung stehende Länge l nicht überschreiten.
Daher müssen im Folgenden zwei Fälle unterschieden werden: der Fall la ≤ l und der Fall, in dem
theoretisch la > l wäre.
Fall 1: la ≤ l:
Bei Vorgabe einer makroskopischen Dehnung ε03 als homogene Randbedingung berechnet sich
Nr,0 aus der am Rand übereinstimmenden Dehnung von Roving und Matrix. Mit
εr3 = ε
m
3 = ε
0
3, (9.20)
und daraus
Nr,0
ErAr
=
Nm,0
EmAm
=
P −Nr,0
EmAm
(9.21)
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erhält man
Nr,0 =
ErAr
ErAr + EmAm
P =
fEr
fEr + (1− f)Em P
= η P, (9.22)
wobei
η =
fEr
fEr + (1− f)Em . (9.23)
Aus dem Gleichgewicht (9.19) folgt mit Gl. (9.22) der Randwert der Matrixnormalkraft
Nm,0 = (1− η)P. (9.24)
Mit den Gln. (9.18a) und (9.22) lässt sich die Länge la, auf der die Schubspannung übertragen
wird, bestimmen. Aus
P = Nr(x3 = la)
= ηP + u τ la (9.25)
ergibt sich
la =
1− η
τ u
P. (9.26)
Zunächst muss nun das zur Bestimmung des makroskopischen Materialverhaltens erforderliche
Integral über die Rovingnormalkraft (mit dem nach Gl. (9.18a) nunmehr bekannten Normalkraft-
verlauf) gebildet werden:
∫ l
0
Nr(x3) dx3 =
∫ l
0
(l − la)Nr,0 dx3 +
∫ la
0
(Nr,0 + τ u x3) dx3
= Nr,0 l +
1
2
τ u l2a
= η P l +
1
2
(1− η)2
τ u
P 2. (9.27)
Mit Gl. (9.12) folgt daraus die mittlere (makroskopische) Dehnung ε3 des RVE in Abhängigkeit
von P :
ε3(P ) =
1
l
1
ArEr
∫ l
0
Nr(x3) dx3 =
1
l
1
f AEr
∫ l
0
Nr(x3) dx3
=
1
l
1
fErA
(
η P l +
1
2
(1− η)2
τ u
P 2
)
. (9.28)
Da P = Aσ3, folgt mit dem pro Einheitsfläche für die Kraftübertragung zur Verfügung stehenden
Rovingumfang φ (Gl. (9.1)) die mittlere Dehnung ε3 in Abhängigkeit der mittleren Spannung σ3:
ε3(σ3) =
1
fEr
(
η σ3 +
1
2
(1− η)2
τ φ
1
l
σ23
)
. (9.29)
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Die Umstellung nach der mittleren Spannung σ3 liefert die gesuchte mittlere Spannungs-
Dehnungs-Beziehung für das makroskopische (mittlere) elastische Materialverhalten5:
σ3(ε3) = − η
(1− η)2 l τ φ +
√(
η
(1− η)2 l τ φ
)2
+
fEr
(1− η)2 2 l τ φ ε3. (9.30)
Obwohl dies für die Bestimmung der mittleren elastischen Materialeigenschaften von untergeord-
neter Bedeutung ist, soll hier auch eine Gleichung zur Berechnung der halben Rissöffnungsweite v
aufgestellt werden. Die Größe v ist definiert als Differenz zwischen Roving- und Matrixverschie-
bung an der Position x3 = la und lautet daher
v = vr(x3 = la)− vm(x3 = la)
=
1
ArEr
∫ la
0
Nr(x3) dx3 − 1
AmEm
∫ la
0
Nm(x3) dx3. (9.31)
Mit den Normalkraftfunktionen nach den Gln. (9.18), den Randwerten nach den Gln. (9.22) und
(9.24), der rissüberbrückenden Kraft P = Aσ3, dem Faktor φ = u/A (Gl. (9.1)) sowie la nach
Gl. (9.26) berechnet sich die halbe Rissöffnung v aus
v(P ) =
1
fErA
(
η P la +
1
2
τ u l2a
)
− 1
(1− f)EmA
(
(1− η)P la − 1
2
τ u l2a
)
=
1
2
1− η
A τ u
(
1 + η
f Er
− 1− η
(1− f)Em
)
P 2, (9.32)
und mit Gl. (9.15) ergibt sich
v(σ3) =
1
2
1− η
τ φ
[
1 + η
fEr
− 1− η
(1− f)Em
]
σ23. (9.33)
Mittels Gl. (9.30) kann σ3 in Gl. (9.33) leicht durch die vorgeschriebene makroskopische Deh-
nung ε03 = ε3 ausgedrückt werden. Alternativ zu Gl. (9.32) lässt sich die halbe Rissöffnung v mit
Gl. (9.26) auch über die Länge la berechnen:
v(la) =
1
2
τ u
(1− η)A
(
1 + η
f Er
− 1− η
(1− f)Em
)
l2a. (9.34)
Fall 2: la > l (theoretisch):
Mit steigender makroskopischer Beanspruchung vergrößert sich die Länge la, über welche die
Schubspannungen übertragen werden. Da la durch die maximal zur Verfügung stehende Länge
l begrenzt ist, ergeben sich nach Erreichen von la = l gegenüber dem oben betrachteten Fall
1 veränderte Funktionsverläufe. Die mittlere (makroskopische) Dehnung, bei der der Grenzfall
la = l gerade erreicht ist, kann aus Gl. (9.28) mit P nach Gl. (9.26) und la = l berechnet werden:
ε3,la=l = ε
0
3,la=l =
1
l
1
fErA
(
η
1− η τ u l
2 +
1
2
τ u l2
)
=
l τ u
fErA
(
η
1− η +
1
2
)
. (9.35)
5 Die negative Lösung der quadratischen Gleichung entfällt aus mechanischer Sicht.
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Am Riss (x3 = l) ist die Matrixnormalkraft null, woraus sich bei Annahme konstanter Schub-
spannungen τ aus Gleichgewichtsbetrachtungen der Randwert der Matrixnormalkraft an der Stelle
x3 = 0
Nm,0 = τ u l (9.36)
ergibt. Im Gegensatz zum Fall 1 (vgl. Gl. (9.24)) ist jetzt der Randwert Nm,0 und damit auch der
komplette Normalkraftverlauf der Matrix unabhängig von der Größe der Beanspruchung. Aus dem
Gleichgewicht (Gl. (9.19)) folgt der Randwert Nr,0 der Rovingnormalkraft:
Nr,0 = P − τ u l. (9.37)
Steigt die makroskopische Beanspruchung ε3 = ε03 (damit erhöht sich auch P ), wird die Laststeige-
rung allein durch den Roving aufgenommen, während die Beanspruchung der Matrix unverändert
bleibt. Beim später betrachteten verbesserten schlupfbasierten Verbundmodell (Abschnitt 10) ist
dies nicht so. Bei diesem Modell führt – wegen des sich auch nach Erreichen der gesamten verfüg-
baren Verbundlänge la = l verändernden Schlupfes (Relativverschiebung) zwischen Roving und
Matrix – eine weitere Laststeigerung zu einer sich ändernden Beanspruchung der Feinbetonmatrix.
Der Normalkraftverlauf Nr(x3) im Roving ist im hier betrachteten Fall gegeben aus Gl. (9.18a):
Nr(x3) = P − τ u (l − x3), (9.38)
und das Integral über die Normalkraft ergibt sich zu
∫ l
0
Nr(x3) dx3 = P l − 1
2
τ u l2. (9.39)
Aus Gl. (9.12) lässt sich mit P = Aσ3 und φ = u/A die mittlere Dehnung in Abhängigkeit der
mittleren Spannung formulieren zu
ε3(σ3) =
1
fEr
(
σ3 − 1
2
l τ φ
)
, (9.40)
woraus nach Umstellung die gesuchte mittlere Spannungs-Dehnungs-Beziehung entsteht:
σ3(ε3) = fEr ε3 +
1
2
l τ φ. (9.41)
Die halbe Rissbreite ergibt sich wieder als Differenz zwischen den Verschiebungen am Riss zu
v(P ) = vr(x3 = l)− vm(x3 = l)
=
1
fErA
∫ l
0
Nr(x3) dx3 − 1
(1− f)EmA
∫ l
0
Nm(x3) dx3
=
1
fErA
(
P l − 1
2
τ u l2
)
− 1
(1− f)EmA
1
2
τ u l2 (9.42)
und mit Gl. (9.15) zu
v(σ3) =
1
fEr
(
σ3 l − 1
2
1
1− η l
2 τ φ
)
. (9.43)
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9.2.2 Beispiel für die Bestimmung einer mittleren Spannungs-Dehnungs-Beziehung
Die im Abschnitt 9.2 für den Spezialfall konstanter Schubspannungen zwischen Roving und Ma-
trix dargestellte Bestimmung der mittleren (makroskopischen) Spannungs-Dehnungs-Beziehung
eines gerissenen RVE unter Berücksichtigung rissüberbrückender Rovings soll an einem Beispiel
diskutiert werden. Untersucht wird ein Dehnkörper (Abb. 9.4) mit einer Dicke von 8mm, der in 3
Lagen mit Rovings bewehrt ist. Die Rovings, für die ein kreisförmiger Querschnitt angenommen
wird, sind in einen Abstand von 5mm eingelegt. Der Bewehrungsgrad soll 5% betragen. Betrach-
tet wird ein RVE mit einer Querschnittsfläche A = 40mm2 (schraffierte Fläche in Abb. 9.4), in
der sich n = 3 Rovings befinden. Diese Information ist zur Berechnung von φ = u/A erforderlich.
lRiss 8mm
gewähltes RVE
5mm
5m
m
A
x
3 u
3 
= x
3 
"
3
0 0u
3 
= x
3 
"
3
0 0
Abbildung 9.4: Dehnkörper, mit Rovings in 3 Lagen im Raster von 5 mm bewehrt
Das der Homogenisierung zugrunde liegende RVE erstreckt sich zu beiden Seiten eines Makroris-
ses mit
l =
lRiss
2
(9.44)
und enthält damit genau diesen einen Makroriss (Abb. 9.4). Als Randbedingung liegt ein homoge-
ner Verzerrungszustand vor. Es gibt keinen Verschiebungssprung (Schlupf) zwischen Roving und
Matrix am Rand des RVE, aber unterschiedliche Spannungen in Roving und Matrix. Entsprechend
der vorangegangenen Beispiele werden folgende Ausgangs-Materialparameter gewählt:
Elastizitätsmodul des Roving in Faserrichtung Er = 76 000N/mm2,
Geometrie des Rovingquerschnitts a2 = a1 (kreisförmig),
Elastizitätsmodul der Matrix Em = 30 000N/mm2,
Volumenanteil der Bewehrung f = 0, 05 ,
Zugfestigkeit des Betons σmu= 5N/mm2,
Schubspannung zwischen Roving und Beton τ = 2N/mm2.
(9.45)
Unter der Voraussetzung kreisförmiger Rovingquerschnitte lassen sich der Radius eines einzelnen
Roving r, der Gesamtumfang u aller Rovings in der Bezugsfläche A sowie der Verhältniswert φ
eindeutig aus der Fläche A, dem Faservolumenanteil f und der Rovinganzahl n je Bezugsfläche
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berechnen:
r =
√
1
nπ
f A = 0, 461mm, (9.46a)
u =
√
4nπ f A = 8, 683mm, (9.46b)
φ =
√
4nπ
f
A
= 0, 217mm−1. (9.46c)
ANMERKUNG 9.1 Besitzt der Roving einen allgemein ellipsoidförmigen Querschnitt mit den Längen der
Halbachsen a1 und a2, berechnet sich φ bei gegebener Querschnittsfläche des Roving
Ar =
1
n
f A = π a1 a2 (9.47a)
mit dem Umfang eines einzelnen ellipsoidförmigen Roving (Näherungsformeln, [GÖHLER & RALLE 1987])
ur ≈
(
3
2
(√
a2
a1
+
√
a1
a2
)
− 1
)√
π
n
f A (9.47b)
zu
φ =
u
A
=
nur
A
≈
(
3
2
(√
a2
a1
+
√
a1
a2
)
− 1
)√
nπ
f
A
. (9.47c)
Die für die Kraftübertragung zwischen Roving und Feinbetonmatrix zur Verfügung stehende Län-
ge l als halber Rissabstand kann mit Hilfe der gegebenen Zugfestigkeit σmu des Betons ermittelt
werden. Dazu dient folgende Überlegung: Überschreitet die Zugspannung σm3 im Feinbeton den
kritischen Wert σmu, kommt es zum Erstriss. Ausgehend von diesem Riss werden über die Schub-
spannung τ solange Kräfte vom Roving in den Feinbeton übertragen, bis die Betonspannung er-
neut den kritischen Wert σmu erreicht. Es kommt zum nächsten Makroriss, usw., bis das Rissbild
abgeschlossen ist. Der Rissabstand lRiss = 2l ist die Länge, die erforderlich ist, mittels Kraftüber-
tragung durch die Schubspannung τ im Feinbeton die Spannung σmu zu erzeugen, und berechnet
sich demnach aus
σmuAm = lRissτ u
zu
lRiss =
σmu (1− f)A
τ u
= 10, 9mm. (9.48)
Nach abgeschlossenem Rissbild beträgt somit die für die Kraftübertragung verfügbare Länge l
beiderseits des Risses jeweils
l =
1
2
lRiss = 5, 5mm. (9.49)
Da bei einer vorgeschriebenen makroskopischen Dehnung ε03 in Bereichen mit perfektem starrem
Verbund die mittleren Dehnungen von Roving und Feinbeton gleich sein müssen, also
εr3 = ε
m
3 = ε
0
3, (9.50)
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kann die Spannung im Roving an der Stelle x3, an der die Betonspannung ihren kritischen Wert
σmu erreicht und es zum Makroriss kommt, über
σr3,Riss =
Er
Em
σmu = 12, 67N/mm
2 (9.51)
berechnet werden. Zum Zeitpunkt der Rissbildung beträgt die vorgeschriebene Makrodehnung
ε03,Riss =
σmu
Em
= 0, 17 (9.52)
und die mittlere Spannung nach Gl. (9.13)
σ3,Riss = f σ
r
3,Riss + (1− f)σmu = 5, 38N/mm2. (9.53)
Bis zur Rissbildung besitzt das Verbundmaterial den mittleren Elastizitätsmodul
E3,ungerissen = f Er + (1− f)Em = 32 300N/mm2. (9.54)
Nach der erfolgten Rissbildung fällt die mittlere Spannung sprunghaft ab. Der neue Spannungswert
kann für ε3 = ε03,Riss aus Gl. (9.30) berechnet werden:
σ3,a = 1, 64N/mm
2. (9.55)
Die makroskopische Dehnung, bei der die gesamte zur Verfügung stehende Länge l zur Lastüber-
tragung mittels Schubspannungen herangezogen wird (la = l), beträgt nach Gl. (9.35) und mit η
nach Gl. (9.23)
ε3,la=l = ε
0
3,la=l = 0, 40. (9.56)
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Abbildung 9.5: Makroskopische (mittlere) Spannungs-Dehnungs-Beziehung
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Abbildung 9.5 zeigt die resultierende mittlere Spannungs-Dehnungs-Beziehung des betrachteten
RVE. Zur Erinnerung: das RVE reicht von der Mitte zwischen zwei Rissen bis zur Mitte zwischen
den nächsten beiden Rissen und enthält genau einen Makroriss. Bis zur makroskopischen Dehnung
ε03,Riss = 0, 17 steigt die mittlere Spannung linear an. Der mittlere Elastizitätsmodul beträgt
E3,ungerissen = 32 300N/mm
2
. Bei der Dehnung ε03,Riss erreicht die mittlere Spannung im Beton
die Zugfestigkeit σmu. Es kommt zur Makrorissbildung. Da jetzt nur noch die rissüberbrückenden
Rovings am Riss Kräfte übertragen, fällt die mittlere Spannung sprunghaft auf den Wert σ3,a =
1, 64N/mm2 ab. Mit zunehmender Entfernung vom Riss erhöht sich die mittragende Wirkung der
Betonmatrix. Die Krafteinleitung vom Roving in die Matrix erfolgt über Schubspannungen. Ab
der Dehnung ε03,la=l = 0, 40 kann sich die zur Kraftübertragung verfügbare Fläche nicht weiter
erhöhen (la = l). Im Falle der Annahme konstanter Schubspannungen bleiben die Spannungen im
Feinbeton bei weiterer Steigerung der makroskopischen Dehnung konstant. Die Laststeigerungen
müssen allein von den Rovings übernommen werden.
9.2.3 Einige Anmerkungen hinsichtlich zur Beanspruchungsrichtung geneigter Rovings
In den vorangegangenen Ausführungen wurde vorausgesetzt, dass die rissüberbrückenden Rovings
in Beanspruchungsrichtung und damit senkrecht zum Makroriss ausgerichtet sind. Bei unter einem
Winkel α zum Riss geneigten Rovings entstehen weitere grundsätzliche Probleme, die bei der
mechanischen Modellierung unbedingt zu berücksichtigen sind.
Am Riss wird der Roving durch die Umlenkung einer starken Krümmung unterzogen, was zu
großen lokalen Verzerrungen im Roving führt. Die Feinbetonmatrix ihrerseits wird durch große
Druckkräfte am Umlenkpunkt beansprucht, infolgedessen es zu Abplatzungen der spröden Fein-
betonmatrix an der Austrittsstelle des Roving aus der Matrix kommt. Nur Fasern aus duktilen Ma-
terialien könnten die erforderlichen großen Verzerrungen ohne Versagen überstehen. Eine spröde
Glasfaser würde versagen. Auch bei Stahlfasern wären diese Verformungen nicht ohne Schädigung
möglich. „Entlastend“ wirkt hier die Tatsache, dass durch das Abplatzen des spröden Betons sich
die erforderliche Krümmung der Fasern verringert.
Da ein Roving jedoch aus einer Vielzahl loser Einzelfilamente besteht, kommt es zum sukzessiven
Versagen (Reißen) von Einzelfilamenten. Das Versagen wird sich von außen nach innen vollzie-
hen. Zuerst reißen die Filamente mit gutem Verbund zur Matrix. Die inneren Filamente können in
die Zwischenräume des Filamentbündels ausweichen, was neben dem Abplatzen des Betons zu ei-
ner zusätzlichen Verringerung der Krümmung dieser Filamente führt. Bereits gerissene Filamente
vergrößern diesen „Freiraum“ weiter. Die Tatsache, dass sich infolge der Umlenkwirkung gerade
am Riss der effektive Querschnitt des Roving verringert, ist insbesondere dahingehend als kritisch
einzustufen, da am Riss die Zugbeanspruchung des Roving am größten ist. Zusätzlich negativ wir-
ken sich „scharfkantige“ Bestandteile der Betonmatrix aus, da sie beim Auszug des Roving am
Riss zu weiteren lokalen Schädigungen der Filamentoberfläche führen.
Erste experimentelle Ergebnisse zum Auszugsverhalten geneigter Rovings aus einer Feinbetonma-
trix werden zum Beispiel in [HEGGER & STEFAN 2003, JESSE 2004] diskutiert. Die Komplexität
der Problemstellung von am Riss zur Beanspruchungsrichtung geneigten Rovings erfordert sehr
umfangreiche weiterführende Untersuchungen auf theoretischem und experimentellem Gebiet. Im
Rahmen dieser Arbeit wird das Verhalten von zur Beanspruchungsrichtung geneigter Rovings an
Makrorissen nicht weiter betrachtet.
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10.1 Motivation und Modellbildung
Wie bereits in den einleitenden Bemerkungen zum elastischen Materialverhalten von textilbewehr-
tem Beton (Abschnitte 1.1 bis 1.3) dargelegt, kommt der Modellierung des Verbundes zwischen
Roving und Matrix eine grundlegende Bedeutung zu. Der Verbund ist die entscheidende Kompo-
nente für das Materialverhalten nach der erfolgten Rissbildung und ist damit hauptverantwortlich
für die Größe der Duktilität des Verbundmaterials.
Im Abschnitt 9.2 wurde vereinfachend angenommen, dass die Normalkräfte über konstante
Schubspannungen vom Roving in die Matrix übertragen werden. Experimentelle Untersuchun-
gen in Form von Auszugsversuchen [BANHOLZER 2001] zeigen jedoch ein Kraft-Verformungs-
Verhalten, welches sich mit der Annahme konstanter Schubspannung nicht oder nur sehr unzu-
reichend erklären lässt. Ein geeignetes Modell zur mechanischen Abbildung des Verbundverhal-
tens sollte physikalisch motiviert sein. Im Abschnitt 3.3 wurde die Charakteristik des Verbun-
des aus mikromechanischer Sicht näher diskutiert. Der Verbund zwischen Roving und Matrix
kann in einen Adhäsions- und einen Reibbereich unterteilt werden [BENTUR & MINDESS 1990,
SHAH et al. 1995a]. Zum Adhäsionsbereich zählt auch der teilweise geschädigte Bereich der
Rissprozesszone, während der Reibbereich den vollständig zerstörten (abgelösten) Bereich dar-
stellt (Abb. 3.5). Im Gegensatz zum Stahlbetonbau mit seinem profilierten Bewehrungsstahl
[BAKIS et al. 1998, GUO & COX 2000] gibt es beim glasfaserbewehrten Beton wegen der rela-
tiv glatten Filamentoberfläche keine nennenswerte mechanische Verzahnung zwischen Bewehrung
und Matrix.
Das zur Beschreibung des Verbundes eingesetzte Materialmodell sollte einen lokalen Charakter
haben, d.h. das Materialgesetz ist gültig für einen materiellen Punkt im kontinuumsmechanischen
Sinn. Einige Verbundmodelle berücksichtigen nur eine mittlere Verbundspannung, die aus dem
Verhältnis der gemessenen Auszugskraft zur Kontaktfläche bestimmt wird. Letztere hat wegen
der unterschiedlichen Materialparameter für verschiedene Einbettungslängen der Bewehrung unter
sonst identischen experimentellen Bedingungen eine geringe praktische Relevanz.
Die Verbundeigenschaften zwischen Bewehrung und umgebender Matrix werden durch
eine Vielzahl von Faktoren beeinflusst, wie in verschiedenen Experimenten gezeigt wur-
de [BAKIS et al. 1998, EVANS et al. 1991, GUO & COX 2000, LEUNG & YBANEZ 1997,
REINHARDT & BALAZS 1995, KANKAM 1997]. Wesentliche Faktoren, die auch beim Vergleich
experimenteller Ergebnisse zu beachten sind, stellen die Oberflächenbeschaffenheit, die mechani-
schen Eigenschaften der beteiligten Materialien (z.B. Elastizitätsmodul, Festigkeit), das Alter der
Betonmatrix, die Belastungsart (z.B. monoton, zyklisch, dynamisch), die Belastungsgeschwin-
digkeit, die Randbedingungen (Lagerung, Krafteinleitung) und evtl. vorhandene Spannungen
senkrecht zur Verbundfläche dar.
Sehr verbreitet bei der Erfassung der Adhäsion in den unterschiedlichen Verbundmodellen sind
sogenannte schlupfbasierte Interfacemodelle. Sie definieren die lokale Schubspannung als Funk-
tion des Schlupfes (der Schlupf ist die relative Verschiebung zwischen Bewehrung und Matrix).
Einige Modelle unterscheiden nur zwischen einem perfekten elastischen Verbund und dem voll-
ständigen Versagen (Ablösen) [SHAH et al. 1995a]. Das hierfür erforderliche Kriterium kann ein
Festigkeitskriterium sein oder auf der Bruchenergie basieren. Bei Letzterem wird das Ablösen als
ein Interfaceriss betrachtet und mittels bruchmechanischer Kriterien, wie zum Beispiel die kri-
tische Energiefreisetzungsrate, analysiert [WEIHE & KRÖPLIN 1993]. Der Spannungstransfer im
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abgelösten Bereich erfolgt durch Reibung. Hier können im Wesentlichen drei Reibmodelle un-
terschieden werden: die Annahme einer konstanten, belastungsunabhängigen Reibspannung, die
COULOMBsche Reibung (die Schubspannung ist abhängig von der Normalspannung in der Kon-
taktfläche) und eine vom Schlupf abhängige Reibspannung.
In den Ausführungen des Abschnittes 10 wird ein schlupfbasiertes Verbundmodell verwendet.
10.2 Roving mit homogenem Querschnitt
10.2.1 Herleitung der Differentialgleichung für ein schlupfbasiertes Verbundmodell
Ziel dieses Abschnittes ist die mathematische Beschreibung eines schlupfbasierten Verbundmo-
dells zwischen einem Roving und der ihn umgebenden Matrix. Dabei soll der Roving zunächst
als homogen und linear elastisch angenommen werden. Verbesserte Rovingmodelle werden später
im Abschnitt 10.3 diskutiert. Ausgangspunkt für die mathematische Formulierung des Verbund-
problemes ist das in Abb. 10.1(a) dargestellte Modell des Auszuges eines homogenen Roving aus
einer Matrix. Die Querschnittsform beider Körper ist beliebig, muss also nicht wie in Abb. 10.1
kreisförmig sein. Wesentlich sind die Querschnittsfläche Ar und der Umfang u des Roving sowie
die Querschnittsfläche Am der Matrix.
(a) Dreidimensionales Modell
¿(x)
Nm(x)
Nr (x)
(Nm(x) + dNm(x))
Nr (x) + dNr (x)
Nm(x)
(Nm(x) + dNm(x))
 Er  , Ar
¿(x)
Em 
 Am
dx
1
2
Em 
 Am
1
2
1
2
1
2
(b) Freikörperbild für ein differentielles Ele-
ment in zweidimensionaler Darstellung
Abbildung 10.1: Auszug eines homogenen Roving
Abbildung 10.1(b) zeigt ein aus dem Körper herausgeschnittenes differentielles Element der Länge
dx in zweidimensionaler Darstellung mit den am Element wirkenden Schnittkräften. Aus Gleich-
gewichtsgründen ist an jeder Stelle x die Summe der Normalkräfte gleich der Zugkraft P :
P = Nr(x) + Nm(x) = Nr(x) + dNr(x) + Nm(x) + dNm(x). (10.1)
Daraus folgt
dNm(x) = −dNr(x). (10.2)
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Die differentiellen Zuwächse der Normalspannungen ergeben sich aus der Schubspannung zu
dNr(x) = τ(x)u dx und (10.3a)
dNm(x) = −τ(x)u dx. (10.3b)
Eine zweimalige Differentiation des Schlupfes s(x), der als Relativverschiebung zwischen Roving
und Matrix definiert ist, also
s(x) = vr(x)− vm(x) (10.4)
nach x liefert die Beziehungen
ds(x)
dx
=
dvr(x)
dx
− dvm(x)
dx
(10.5)
= εr(x)− εm(x), (10.6)
ds2(x)
dx2
=
dεr(x)
dx
− dεm(x)
dx
. (10.7)
Unter Verwendung des linear elastischen Materialgesetzes für Roving bzw. Matrix
εr(x) =
Nr(x)
ErAr
bzw. εm(x) =
Nm(x)
EmAm
(10.8)
folgen mit den Gln. (10.3) die entsprechenden Dehnungsänderungen
dεr(x)
dx
=
1
ErAr
dNr(x)
dx
=
u τ(x)
ErAr
bzw. (10.9a)
dεm(x)
dx
=
1
EmAm
dNm(x)
dx
= − u τ(x)
EmAm
. (10.9b)
Einsetzen der Gln. (10.9) in Gl. (10.7) liefert mit dem Ansatz eines schlupfbasierten Verbundge-
setzes
τ(x) = τ [s(x)] (10.10)
(d.h. die übertragbare Verbundspannung τ an einer Stelle x ist vom Schlupf s zwischen den beiden
Kontaktpartnern an dieser Stelle abhängig) die Verbunddifferentialgleichung zweiter Ordnung für
den Schlupf s(x)
ds2(x)
dx2
=
(
1
ErAr
+
1
EmAm
)
u τ [s(x)]. (10.11)
Zur Abkürzung lässt sich für die weiteren Ausführungen eine Ersatzdehnsteifigkeit (EA)∗ einfüh-
ren. Sie ist als
1
(EA)∗
=
1
ErAr
+
1
EmAm
(10.12)
definiert. Damit verkürzt sich die Schreibweise der Verbunddifferentialgleichung (10.11) auf
ds2(x)
dx2
=
u
(EA)∗
τ [s(x)]. (10.13)
Wird die Matrixdehnung vernachlässigt, d.h. es gilt dann die Annahme (EmAm)  (ErAr), ist
(EA)∗ ≈ ErAr. Eine solche Annahme ist zum Beispiel bei Auszugsversuchen, die zur Bestim-
mung der Materialparameter des Verbundgesetzes dienen (Abschnitt 10.5), sinnvoll. Bei diesen
Experimenten ist in den meisten Fällen die Querschnittsfläche des Filamentes bzw. Roving im
Vergleich zur Matrix verschwindend gering.
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10.2.2 Prinzipielle Schubspannungs-Schlupf-Beziehungen
Im Abschnitt 10.2.1 wurde mit Gl. (10.13) eine Differentialgleichung bereitgestellt, mit der man
in der Lage ist, ein schlupfbasiertes Verbundmodell zu realisieren. Dabei stellt τ(s) das Materi-
algesetz des Verbundes dar, für das ein physikalisch sinnvoller Ansatz getroffen werden muss. Je
nach Problemstellung und gewünschter Genauigkeit der Lösung bei der Annäherung an experi-
mentelle Daten, aber auch entsprechend des angestrebten maximalen Aufwandes bei der Lösung
der Differentialgleichung, kommen in der Literatur unterschiedliche Schubspannungs-Schlupf-
Beziehungen mit verschiedenen Vor- und Nachteilen zum Einsatz. Viele von ihnen haben ihren
Ursprung in der Beschreibung des Verbundes zwischen Stahlbewehrung und Beton im Stahlbeton-
bau. Später wurden diese konstitutiven Beziehungen für die Verstärkung verschiedenster Matrix-
materialien mit Kurz- und Langfasern aus Stahl, Glas oder Kunststoffen erweitert. Aus der Vielzahl
der Verbundgesetze sollen hier vier der verbreitetsten Modelle angeführt und kurz erläutert werden
(Abb. 10.2):
• Die einfachste Annahme ist die einer Kraftübertragung durch eine konstante Schubspan-
nung (Abb. 10.2(a)). Der Vorteil liegt in der Einfachheit des Modells, welches nur einen
Parameter (die Größe der Schubspannung) erfordert. Hier soll insbesondere das Modell von
AVESTON,COOPER & KELLY (ACK-Theorie) [AVESTON et al. 1971] genannt werden, das
von einer konstanten, durch Reibung übertragenen Verbundspannung an der Faser-Matrix-
Grenzfläche ausgeht.
• Beim BEP-Modell (Abb. 10.2(b)), benannt nach BERTERO/ELIGEHAUSEN/POPOV wird die
Adhäsion in das Modell mit einbezogen, aber es erfolgt keine Berücksichtigung eines versa-
genden Interfaces. Zur Funktionsbeschreibung von τ(s) sind zwei Parameter erforderlich.
• Als Erweiterung des BEP-Modells wird beim modifizierten BEP-Modell (kurz mBEP-
Modell) zusätzlich zum Adhäsionsbereich auch das versagende Interface erfasst
(Abb. 10.2(c)). Drei Parameter werden zur Beschreibung von τ(s) benötigt.
• Ein abschnittsweise linearer Zusammenhang zwischen Schlupf und übertragbarer Schub-
spannung aus drei Bereichen erfasst Adhäsion (linear ansteigender Bereich) einschließlich
Schädigung (linear abfallender Bereich) und berücksichtigt das zerstörte Interface über eine
konstante Reibspannung (konstanter Bereich) (Abb. 10.2(d)). Zur Formulierung der τ(s)-
Beziehung sind vier Parameter erforderlich.
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Abbildung 10.2: Auswahl verbreiteter Schubspannungs-Schlupf-Beziehungen τ(s)
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Zur Beschreibung des Verbundverhaltens zwischen Glasfaser und Feinbetonmatrix sind aus dieser
Auswahl nach Meinung des Autors nur die Modelle nach Abb. 10.2(c) und Abb. 10.2(d) geeignet,
da sie Adhäsion und Schädigung des Verbundes bis hin zum vollständigen Versagen berücksich-
tigen. Hinsichtlich der angestrebten vollständig analytischen Lösbarkeit des Verbundproblemes
beschränkt sich diese Arbeit auf den Ansatz einer allgemeinen multilinearen Schubspannungs-
Schlupf-Beziehung, die auch auf Modelle mit mehr als drei linearen Bereichen anwendbar ist
(siehe hierzu Abschnitt 10.4). Für die Anwendung des modifizierten Modells nach BERTE-
RO/ELIGEHAUSEN/POPOV (mBEP) sei hier auf [FOCACCI et al. 2000], [RICHTER et al. 2002]
und [ZASTRAU et al. 2001] verwiesen.
10.3 Verbesserte Modelle für den Roving
10.3.1 Allgemeines, Stand des Wissens
Die Approximation eines Roving, der aus einer Vielzahl loser Einzelfilamente besteht (siehe Ab-
schnitt 3.1), durch einen homogenen, linear elastischen Zylinder stellt in den meisten Fällen für
eine adäquate Abbildung der physikalischen Verhältnisse eine grobe Annäherung dar, auch wenn
diese Näherung für die numerische Analyse von Strukturen auf der Makroebene häufig ausreichend
genau ist. Oft lohnt sich in solchen Fällen kein genauerer Ansatz, weil noch eine Vielzahl anderer
modellspezifischer Annahmen getroffen werden müssen und auch die elastischen Materialpara-
meter der Bestandteile des Verbundmaterials (oft zeit- und belastungsabhängig) nie exakt bekannt
sind. Aufgrund der geringen Filamentzwischenräume dringt der Zementleim kaum in das Innere
des Roving ein. Die Folge sind ein guter Verbund zwischen den äußeren Filamenten untereinan-
der und zur Matrix, aber ein schlechter Verbund zwischen den inneren Filamenten. Der Verbund
zwischen den inneren Filamenten beruht hauptsächlich auf der Klebewirkung der Schlichte. Infol-
gedessen beteiligt sich hauptsächlich der mit der Matrix verbundene äußere Teil des Roving (der
äußere Ring) an der Tragwirkung.
Erste Hinweise darauf, dass eine Bewehrung aus Faserbündeln differenzierter betrachtet wer-
den sollte, lieferte BARTOS [BARTOS 1987]. OHNO & HANNANT erweiterten deshalb die
ACK-Theorie (nach AVESTON,COOPER & KELLY, Annahme einer konstanten Reibung zwi-
schen homogener Faser und Matrix) um eine zweite Grenzfläche innerhalb des Roving
[OHNO & HANNANT 1994]. In dieser Grenzfläche zwischen einem Kern innerer und einem Ring
äußerer Filamente (Abb. 1.3(b)) können ebenfalls Verschiebungen stattfinden. Verbundkräfte wer-
den in beiden Kontaktflächen über eine konstante Reibspannung übertragen. Ein übersichtli-
cher, kurz gefasster Vergleich zwischen der ACK-Theorie und der Theorie von OHNO & HAN-
NANT findet sich auch in [JESSE 2004]. Im Abschnitt 10.3.2 dieser Arbeit wird eine Differenti-
algleichung für ein schlupfbasiertes Verbundmodell hergeleitet, die den Ansatz einer beliebigen
Schubspannungs-Schlupf-Beziehung sowohl für den Verbund zwischen einem Kern innerer Fi-
lamente und einem Ring äußerer Filamente als auch zwischen den äußeren Filamenten und der
Matrix erlaubt.
Wird das Verbundproblem mit numerischen Methoden untersucht, sind komplexere Modelle mög-
lich. In [ZASTRAU et al. 2002] werden Rovingmodelle mit mehreren inneren Grenzflächen nume-
risch untersucht, wobei ein Interface-Schädigungsmodell nach SOH [SOH et al. 1999] sowohl in
zum Interface normaler als auch tangentialer Richtung verwendet wird. LITTWIN [LITTWIN 2001]
simuliert den unterschiedlichen Verbund zwischen äußeren und inneren Filamenten bzw. zwischen
äußeren Filamenten und Matrix über nichtlineare Federn zwischen den jeweiligen Kontaktpart-
nern, und KONRAD [KONRAD et al. 2003] modelliert die unterschiedlichen Verbundeigenschaften
durch eine zum Inneren des Roving kontinuierlich (z.B. linear, quadratisch oder kubisch mit der
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Entfernung zum Rovingrand) abnehmende Qualität des Verbundes. Ein weiterer wichtiger Aspekt
bei der Modellierung des Verbundes ist die Berücksichtigung statistischer Materialeigenschaften,
wie zum Beispiel die Streuung von Rovinggeometrie, Filamentfestigkeit und übertragbarer Ver-
bundspannung [MÖLLER et al. 2003]. Solch detaillierte Modelle sind in ihrer numerischen Um-
setzung in der Regel sehr aufwendig und erfordern zur Verifizierung der Materialparameter oft
einen hohen experimentellen Aufwand.
Einen interessanten Ansatz verfolgt das Haftbrückenmodell von SCHORN [SCHORN et al. 2004].
Der Verbund zwischen den Filamenten untereinander und zur Matrix wird durch Haftbrücken mo-
delliert. Die Haftbrücken nehmen entsprechend des Eindringens des Zementleims zum Inneren
des Roving ab. Durch den Abstand (bzw. die Länge) der Haftbrücken können die unterschiedli-
chen Verbundqualitäten erfasst werden. In [BANHOLZER 2004] greift BANHOLZER dieses Modell
für einen analytischen Ansatz auf.
10.3.2 Berücksichtigung von Innen- und Außeninterface
Im Abschnitt 10.2.1 wurde die Differentialgleichung zur Beschreibung des Verbundes zwischen
einem als homogenen Zylinder approximierten Roving und einer Matrix für ein schlupfbasiertes
Verbundgesetz hergeleitet. Die dabei praktizierte Vorgehensweise lässt sich auf detailliertere Ro-
vingmodelle erweitern. Statt einer Differentialgleichung zweiter Ordnung für s(x) entsteht dabei
ein Differentialgleichungssystem zweiter Ordnung für si(xi). Die Dimension dieses Differential-
gleichungssystems ist vom Detaillierungsgrad abhängig. Abbildung 10.3(a) zeigt die Unterteilung
eines Roving in einen Kern, bestehend aus Innenfilamenten, und einen Ring, bestehend aus Außen-
filamenten. Die Querschnittsform muss nicht kreisförmig sein. An geometrischen Größen werden
die Flächen der Matrix (Am), der Außenfilamente (Ara), der Innenfilamente (Ari) sowie der Um-
fang zwischen Außenfilamenten und Matrix (ua) und zwischen Innen- und Außenfilamenten (ui)
benötigt.
Matrix
(Am ,Em )
Außenfilamente
(Ara , Er)
Innenfilamente
(Ari , Er)
ua
ui
(a) Geometrische Aufteilung des
Rovingquerschnittes
dx
Am ,EmNm(x ) Nm(x )+dNm(x )
¿a(x)
¿i(x)
Nra(x )+dNra(x )Nra(x )
Nri(x )
vm ,  vra ,  vri
x
Nr i (x )+dNri(x )
Ara , Er
Ari , Er
Rovingachse
(b) Freikörperbild für ein differentielles Element
Abbildung 10.3: Unterteilung des Roving in einen Kern aus Innenfilamenten und einen Ring
Außenfilamente
Abbildung 10.3(b) zeigt das Freikörperbild für ein differentielles Element. Aus dem Gleichge-
wicht ergeben sich mit den Schubspannungen zwischen Außenfilamenten und Matrix τa(x) bzw.
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zwischen Innen- und Außenfilamenten τi(x) die differentiellen Zuwächse der Normalkräfte der
Innenfilamente
dNri(x) = τi(x)ui dx, (10.14a)
der Außenfilamente
dNra(x) = (τa(x)ua − τi(x)ui) dx (10.14b)
und der Matrix
dNm(x) = −τa(x)ua dx. (10.14c)
Bei der Herleitung der Differentialgleichungen kann jedes Interface für sich betrachtet werden.
Definiert man den Schlupf zwischen den Innen- und Außenfilamenten mit
si(x) = vri(x)− vra(x), (10.15)
ergibt sich daraus nach zweimaliger Differentiation nach x und unter Anwendung des linearen
Elastizitätsgesetzes für Roving und Matrix (Gl. (10.8)):
dsi(x)
dx
= εri(x)− εra(x), (10.16)
ds2i (x)
dx2
=
dεri(x)
dx
− dεra(x)
dx
=
1
ErAri
dNri(x)
dx
− 1
ErAra
dNra(x)
dx
. (10.17)
Einsetzen der Gln. (10.14a) und (10.14b) in Gl. (10.17) liefert für den Ansatz je einer
Schubspannungs-Schlupf-Beziehung für die innere bzw. äußere Verbundfläche
τi(x) = τi[si(x)] bzw. τa(x) = τa[sa(x)] (10.18)
die Differentialgleichung für den inneren Verbund:
ds2i (x)
dx2
=
ui
Er
(
1
Ari
+
1
Ara
)
τi(si)− ua
ErAra
τa(sa). (10.19)
Analog zu Gl. (10.15) wird der Schlupf zwischen Außenfilamenten und Matrix als
sa(x) = vra(x)− vm(x) (10.20)
definiert. Zweimaliges Differenzieren von Gl. (10.20) führt mit dem linearen Elastizitätsgesetz für
Roving und Matrix zu
dsa(x)
dx
= εra(x)− εm(x), (10.21)
ds2a(x)
dx2
=
dεra(x)
dx
− dεm(x)
dx
=
1
ErAra
dNra(x)
dx
− 1
EmAm
dNm(x)
dx
. (10.22)
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Aus Gl. (10.22) folgt mit den Gln. (10.14b) und (10.14c) und dem schlupfbasierten Verbundmodell
Gl. (10.18) die Differentialgleichung für den äußeren Verbund:
ds2a(x)
dx2
= − ui
ErAra
τi(si) +
(
1
ErAra
+
1
EmAm
)
ua τa(sa). (10.23)
Die Gleichungen (10.19) und (10.23) stellen ein zweidimensionales Differentialgleichungssystem
zweiter Ordnung für si(x) und sa(x) dar und lassen sich wie folgt zusammenfassen:


d2si (x)
dx2
d2sa (x)
dx2

 = ui
Er


1
Ari
+
1
Ara
− 1
Ara

 τi [si(x)] + ua


− 1
ErAra
1
ErAra
+
1
EmAm

 τa [sa(x)] . (10.24)
Wie soeben für die Unterteilung eines Roving in einen inneren Kern und einen äuße-
ren Ring gezeigt, sind auf gleiche Weise weitere Verfeinerungen dieses Modells möglich
[ZASTRAU et al. 2002]. Neben dem numerischen Aufwand bei der Lösung des dann in seiner Di-
mension anwachsenden Differentialgleichungssystemes steigt damit aber auch der experimentelle
Aufwand zur Bestimmung der Materialparameter des Verbundgesetzes. In diesem Fall muss für
die Modellierung des Roving ein Ansatz getroffen werden, der die Veränderung der Materialpa-
rameter über den Rovingquerschnitt mittels möglichst weniger Parameter (z.B. mit wachsender
Entfernung zur Rovingachse linear oder quadratisch zunehmende Schubspannungen) beschreiben
kann.
10.3.3 Einführung eines dehnungsabhängigen Elastizitätsmoduls für den Roving
Nachfolgende Ausführungen verwenden im Gegensatz zu der im vorangegangenen Abschnitt ver-
wendeten Modellvorstellung einen grundlegend anderen Ansatz für eine verbesserte Approxima-
tion der Rovings. Dabei wird nicht in einen Ring äußerer und einen Kern innerer Filamente un-
terschieden, sondern der Roving wiederum als homogen betrachtet – diesmal aber mit elastischen
Eigenschaften, die das Bündelverhalten der Filamente widerspiegeln sollen. In Abschnitt 3.1 wur-
de diskutiert, wie das mittlere (effektive) elastische Materialverhalten eines Roving, betrachtet als
Bündel einer Vielzahl einzelner Filamente, durch einen von der Dehnung abhängigen Elastizitäts-
modul
Er = Er(εr) (10.25)
approximiert werden kann. Die Herleitung der Verbunddifferentialgleichung erfolgt analog zur
Vorgehensweise im Abschnitt 10.2.1. Ab der dortigen Gl. (10.9a) muss der veränderliche Elastizi-
tätsmodul berücksichtigt werden, sodass sich für die Ableitung der Rovingdehnung ergibt:
dεr(x)
dx
=
d
dx
Nr(x)
Er(εr)Ar
=
1
Ar
1
(Er(εr))2
(
dNr(x)
dx
Er(εr)−Nr(x)dEr(εr)
dx
)
=
1
Ar
1
(Er(εr))2
(
dNr(x)
dx
Er(εr)− εr(x)Er(εr)Ar dEr(εr)
dεr
dεr(x)
dx
)
=
1
Er(εr)Ar
dNr(x)
dx
− εr(x)
Er(εr)
dEr(εr)
dεr
dεr(x)
dx
=
1(
Er(εr) + εr(x)
dEr(εr)
dεr
)
Ar
dNr(x)
dx
. (10.26)
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Einsetzen von Gl. (10.26) in die Beziehung (10.7) liefert mit den differentiellen Normalkräften in
Gln. (10.3) die Verbunddifferentialgleichung
ds2(x)
dx2
=
1(
Er(εr) + εr(x)
dEr(εr)
dεr
)
Ar
dNr(x)
dx
− 1
EmAm
dNm(x)
dx
=

 1(
Er(εr) + εr(x)
dEr(εf )
dεr
)
Ar
+
1
EmAm

u τ [s(x)], (10.27)
Analog zu Gl. (10.12) wird auch in diesem Modell eine Ersatzsteifigkeit (EA)∗ eingeführt:
1
(EA)∗
=
1(
Er(εr) + εr(x)
dEr(εr)
dεr
)
Ar
+
1
EmAm
, (10.28)
womit die schon bekannte Form der Verbunddifferentialgleichung
ds2(x)
dx2
=
u
(EA)∗
τ [s(x)] (10.29)
entsteht (vgl. hierzu Gl. (10.13)). Allerdings ist wegen der noch unbekannten Funktion εr(x) in
Gl. (10.28) keine direkte Lösung der Differentialgleichung für den Schlupf s(x) möglich.
Das obige Verbundmodell, repräsentiert durch die Differentialgleichung (10.27), soll im Weiteren
als Basis für die sich anschließende Betrachtung des Roving-Matrix-Verbundes dienen.
10.4 Multilineare Schubspannungs-Schlupf-Beziehungen
10.4.1 Allgemeine Lösung der Verbunddifferentialgleichung
Für ein besseres Verständnis der Prozesse beim Faserauszug erweist sich eine analytische Be-
schreibung des Auszugsproblemes als vorteilhaft, was neben den mechanischen Gesichtspunkten
(Abschnitt 10.2.2) ein wesentlicher Gesichtspunkt für die Wahl eines Schubspannungs-Schlupf-
Gesetzes mit multilinearem Zusammenhang war. Jedes Verbundgesetz lässt sich durch eine mul-
tilineare Funktion approximieren. Hierfür sind drei Grundlösungen erforderlich: Intervalle mit li-
near ansteigender (Z > 0), linear abfallender (Z < 0) und konstanter Schubspannung (Z = 0)
(Abb. 10.4).
s
¿
s1 s2
¿2
Z
1¿1
¿0
Abbildung 10.4: Allgemeines Intervall einer multilinearen Schubspannungs-Schlupf-Beziehung
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Im Folgenden soll das Auszugsproblem für diese drei grundlegenden Fälle gelöst werden. Um
diese Lösungen sowohl auf den Filament-, als auch auf den Rovingauszug mit und ohne Be-
rücksichtigung der Matrixdehnung anzuwenden, wird, wie angekündigt, von der Differentialglei-
chung (10.29) mit einem veränderlichen Elastizitätsmodul ausgegangen. Wie bereits im Abschnitt
(10.3.3) angeführt, ist eine direkte Lösung der Verbunddifferentialgleichung für den Schlupf s(x)
wegen der ebenfalls unbekannten Dehnung εr(x) in der Ersatzsteifigkeit (EA)∗ in Gl. (10.28) nicht
möglich. Mit der Matrixnormalkraft Nm als Integral über die Schubspannung (Gl. (10.3b))
Nm(x) = −u
∫
τ(x)dx (10.30)
kann die Rovingdehnung εr nach Gl. (10.6) durch
εr(x) =
ds(x)
dx
+ εm(x) =
ds(x)
dx
+
Nm(x)
EmAm
(10.31)
ausgedrückt werden. Der Ansatz einer allgemeinen linearen Schubspannungs-Schlupf-Beziehung
τ(s) = Z s + τ0 (10.32)
führt zur Beziehung zwischen der Rovingdehnung εr und dem Schlupf s
εr(x) =
ds(x)
dx
− u
EmAm
(
Z
∫
s(x)dx + τ0
)
. (10.33)
Damit ließe sich zwar εr(x) in Gl. (10.27) durch s(x) substituieren, eine geschlossene Lösung
für s(x) ist aber allgemein nicht möglich. Um dennoch eine analytische Behandlung dieser Dif-
ferentialgleichung zu ermöglichen, wird als spezielle Nebenbedingung ein dehnungsabhängiger
Elastizitätsmodul des Roving in der Form
Er(εr) + εr(x)
dEr(εr)
dεr
= konst. (10.34)
angenommen. Die Gleichung (10.34) stellt eine Differentialgleichung 1. Ordnung dar. Mit der
nunmehr konstanten Ersatzsteifigkeit (EA)∗ (Gl. (10.28)) ist, wie im Folgenden gezeigt wird, ei-
ne geschlossene Lösung der Verbunddifferentialgleichung (10.29) für lineare Schubspannungs-
Schlupf-Beziehungen möglich. Aus der Lösung der Nebenbedingung (10.34) ergibt sich die qua-
litative Funktion für den Elastizitätsmodul Er des Roving in Abhängigkeit der Rovingdehnung
εr:
Er(εr) = E0 + Eε
1
εr
. (10.35)
Kompliziertere Verläufe des Elastizitätsmoduls als durch Gl. (10.35) darstellbar müssen abschnitts-
weise durch diesen Funktionstyp angenähert werden. Der qualitative Verlauf von Er in Gl. (10.35)
entspricht der im Abschnitt 3.1 diskutierten Approximation der elastischen Materialeigenschaften
eines Roving durch einen bereichsweise konstanten tangentialen Elastizitätsmodul (Abb. 3.3).
Für die konstanten Ersatzsteifigkeit (EA)∗ nach Gl. (10.28) folgt mit dem in Gl. (10.35) gemachten
Ansatz für Er(εr)
1
(EA)∗
=
1
E0Ar
+
1
EmAm
. (10.36)
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Einsetzen der allgemeinen Schubspannungs-Schlupf-Beziehung (10.32) in die Differentialglei-
chung (10.29) führt zu der Differentialgleichung
d2s(x)
dx2
=
u
(EA)∗
(Zs + τ0), (10.37)
bzw. in Normalform
s′′ −
(
u
(EA)∗
Z
)
s =
(
u
(EA)∗
τ0
)
. (10.38)
Die partikuläre Lösung sp dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung lautet
sp =
u
(EA)∗ τ0
− u
(EA)∗Z
= −τ0
Z
, (10.39)
und für die homogene Lösung sh entsteht mit dem Ansatz sh = eλx die charakteristische Gleichung
(
λ2 − u
(EA)∗
Z
)
eλx = 0 (10.40)
mit den Wurzeln
λ1,2 = ±
√
u
(EA)∗
Z . (10.41)
Damit lautet die allgemeine homogene Lösung
sh(x) = C1e
λ1 x + C2e
λ2 x. (10.42)
Im Folgenden soll die positive Wurzel in Gl. (10.41) zur Abkürzung durch die Konstante k ersetzt
werden:
k =
√
u
(EA)∗
|Z| . (10.43)
Für die weiteren Untersuchungen und die Bestimmung der Integrationskonstanten C1 und C2 der
homogenen Lösung ist eine Fallunterscheidung für die Fälle Z > 0, Z < 0 und Z = 0 erforderlich.
Für alle drei Fälle gilt die gleiche partikuläre Lösung (Gl. (10.39)).
10.4.2 Lösung für linear ansteigende Schubspannungen
Mit x als lokaler Koordinate (x(s = s1) = 0) ergibt sich die allgemeine Lösung der Verbunddiffe-
rentialgleichung
s(x) = sh(x) + sp
= C1e
kx + C2e
−kx − τ0
Z
. (10.44)
Da der Anstieg Z positiv ist, sind die Wurzeln in Gl. (10.41) im reellen Zahlenbereich definiert.
Aus dem linearen Materialgesetz (Gl. (10.32)) folgt für die Schubspannungsverteilung
τ (x) = Z
(
C1e
kx + C2e
−kx) . (10.45)
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Die Normalkraftverläufe in Roving bzw. Matrix ergeben sich mit k nach Gl. (10.43) aus der Inte-
gration über die Schubspannung (entsprechend Gln. 10.3) zu
Nr (x) = u
∫
τ (x) dx = k(EA)∗
(
C1e
kx − C2e−kx
)
+ C3 bzw. (10.46)
Nm (x) = −u
∫
τ (x) dx = −k(EA)∗ (C1ekx − C2e−kx
)
+ C4. (10.47)
Aus den Normalkräften ergeben sich die Dehnungen in Faserrichtung. Für den entsprechend
Gl. (10.35) veränderlichen Elastizitätsmodul des Roving folgt die Rovingdehnung
εr(x) =
Nr (x)
ArEr (εr)
=
Nr (x)
Ar
εr(x)
E0εr(x) + Eε
=
Nr (x)
E0Ar
− Eε
E0
. (10.48)
Für die Matrixdehnung gilt unverändert (Gl. (10.8)):
εm(x) =
Nm(x)
EmAm
. (10.49)
Durch Integration der Dehnungen erhält man die Verschiebungsfunktionen in Faserrichtung für
den Roving
vr (x) =
∫
εr(x)dx =
1
E0
∫ (
Nr (x)
Ar
− Eε
)
dx
=
(EA)∗
E0Ar
(
C1e
kx + C2e
−kx) + C3
E0Ar
x− Eε
E0
x + C5 (10.50)
und die Matrix
vm (x) =
∫
εm(x)dx =
1
EmAm
∫
Nm (x) dx
− (EA)
∗
EmAm
(
C1e
kx + C2e
−kx) + C4
EmAm
x + C6. (10.51)
Die Relativverschiebung zwischen Roving und Matrix (Schlupf s(x)) ergibt sich als Differenz der
Verschiebungen:
s(x) = vr(x)− vm(x). (10.52)
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dienen als Randbedingungen die Größen der Schub-
spannung sowie der Normalkräfte von Roving und Matrix jeweils am Beginn des Intervalles:
τ (x = 0) = τ1, (10.53a)
Nr (x = 0) = Nr,0, (10.53b)
Nm (x = 0) = Nm,0. (10.53c)
Des Weiteren muss der lineare Zusammenhang zwischen Schlupf und Schubspannung
(Gl. (10.32)) erfüllt sein. Für die Verschiebungsfunktionen vr(x) und vm(x), die hier nicht weiter
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verfolgt werden sollen, sind als zusätzliche Randbedingungen zur Bestimmung der Integrations-
konstanten C5 und C6 die Randwerte vr(x = 0) und vm(x = 0) erforderlich. Randbedingung
(10.53a) liefert mit Gl. (10.45)
C1 + C2 =
τ1
Z
. (10.54)
Die Randbedingungen (10.53b) und (10.53c) führen mit den Ansätzen für die Normalkraftverläufe
Gln. (10.46), (10.47) zu
Nr,0 = k(EA)
∗ (C1 − C2) + C3 (10.55a)
und aufgelöst nach C3
C3 = Nr,0 + k(EA)
∗ (C2 − C1) (10.55b)
sowie
Nm,0 = −k(EA)∗ (C1 − C2) + C4 (10.56a)
und aufgelöst nach C4
C4 = Nm,0 + k(EA)
∗ (C1 − C2) . (10.56b)
Damit lassen sich in den Gleichungen für die Normalkräfte (10.46), (10.47) und den Verschiebun-
gen (10.50), (10.51) die Konstanten C3 und C4 eliminieren:
Nr (x) = Nr,0 + k (EA)
∗ (C1ekx − C2e−kx
)
+ k (EA)∗ (C2 − C1) , (10.57)
Nm (x) = Nm,0 − k (EA)∗
(
C1e
kx − C2e−kx
)− k (EA)∗ (C2 − C1) , (10.58)
vr (x) =
(EA)∗
E0Ar
(
C1e
kx + C2e
−kx) + C3
E0Ar
x− Eε
E0
x + C5
=
Nr,0
E0Ar
x +
(EA)∗
E0Ar
(
C1e
kx + C2e
−kx) + k (EA)
∗
E0Ar
(C2 − C1)x− Eε
E0
x + C5,
(10.59)
vm (x) = − (EA)
∗
EmAm
(
C1e
kx + C2e
−kx) + C4
EmAm
x + C6
=
Nm,0
EmAm
x− (EA)
∗
EmAm
(
C1e
kx + C2e
−kx)− k (EA)
∗
EmAm
(C2 − C1)x + C6. (10.60)
Der Schlupf s folgt nach Gl. (10.52) mit den Verschiebungen in den Gln. (10.59) und (10.60) zu
s(x) =
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
)
x +
(
(EA)∗
E0Ar
+
(EA)∗
EmAm
)(
C1e
kx + C2e
−kx)
+ k
(
(EA)∗
E0Ar
+
(EA)∗
EmAm
)
(C2 − C1)x− Eε
E0
x + (C5 − C6)
und lässt sich mit Gl. (10.36) vereinfachen zu
s(x) =
(
Nf,0
E0Af
− Nm,0
EmAm
)
x +
(
C1e
kx + C2e
−kx) + k (C2 − C1)x− Eε
E0
x + (C5 − C6) .
(10.61)
10.4 Multilineare Schubspannungs-Schlupf-Beziehungen 149
Ein Koeffizientenvergleich von Gl. (10.61) mit Gl. (10.44) führt zu
C5 − C6 = −τ0
Z
und (10.62)
0 =
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
)
+ k (C2 − C1)− Eε
E0
, also
C1 − C2 = 1
k
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
. (10.63)
Mit Gl. (10.54) ergeben sich aus Gl. (10.63) die Konstanten C1 und C2 zu
C1 =
1
2k
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
+
τ1
2Z
und (10.64)
C2 = − 1
2k
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
+
τ1
2Z
. (10.65)
Da an jeder Stelle x das Gleichgewicht
Nr(x) + Nm(x) = P (10.66)
erfüllt sein muss, gilt auch für die Randwerte an der Stelle x = 0
Nr,0 + Nm,0 = P. (10.67)
Mit den ermittelten Integrationskonstanten lauten die Funktionen
für den Schlupf s(x) zwischen Roving und Matrix
s(x) = C1e
kx + C2e
−kx − τ0
Z
=
1
k
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
sinh(kx) +
1
Z
τ1 cosh(kx)− τ0
Z
, (10.68)
für die Schubspannung τ(x)
τ (x) = Z
(
C1e
kx + C2e
−kx)
=
Z
k
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
sinh(kx) + τ1 cosh(kx), (10.69)
für die Rovingnormalkraft Nr(x)
Nr (x) = Nr,0 + k (EA)
∗ (C1ekx − C2e−kx
)
+ k (EA)∗ (C2 − C1)
= (EA)∗
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
cosh(kx)
+
u
k
τ1 sinh(kx) + (EA)
∗
(
Nr,0 + Nm,0
EmAm
+
Eε
E0
)
(10.70)
sowie für die Matrixnormalkraft Nm(x)
Nm (x) = Nm,0 − k (EA)∗
(
C1e
kx − C2e−kx
)− k (EA)∗ (C2 − C1)
= − (EA)∗
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
cosh(kx)− u
k
τ1 sinh(kx)
+ (EA)∗
(
Nr,0 + Nm,0
E0Ar
− Eε
E0
)
. (10.71)
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Damit stehen alle erforderlichen Funktionen für eine geschlossene analytische Betrachtung des
Verbundverhaltens zwischen Roving und Matrix bereit. Wesentliche Anwendungen dieser Lösun-
gen sind die Berechnung der Auszugskurve P (v) eines Roving aus der Matrix (bzw. die noch zu
behandelnde Verifizierung der Schubspannungs-Schlupf-Beziehung τ(s) aus einer experimentell
bestimmten Auszugskurve (Abschnitt 10.5)) sowie der für die Homogenisierung wichtige Zusam-
menhang zwischen der mittleren Dehnung des RVE und dem Integral über die Rovingnormalkraft
(Gl. (9.12)).
Für die direkte Formulierung der Auszugskurve P (v) eines Roving (bzw. eines Filamentes) müs-
sen die in Abhängigkeit der lokalen Koordinate x formulierten Lösungen (Gln. (10.68) bis (10.71))
weiter umgestellt werden. Die Auszugskurve P (v) ist die spezielle Auswertung der allgemeinen
Beziehung Nr(s) an der Stelle s = v. Um Nr(s) zu erhalten, ist die Inversion von s(x) (Gl. (10.68))
zu x(s) erforderlich. Ohne auf Details der Umstellung einzugehen, sei hier das Ergebnis der Inver-
sion angegeben:
x(s) =
1
k
ln
(Zs + τ0) +
√(
Z
k
)2 ( Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)2
+ (Zs + τ0)
2 − τ 21
Z
k
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
+ τ1
. (10.72)
Einsetzen in Gl. (10.70) und Zusammenfassen führt zu der gesuchten Funktion Nr(s)
Nr (s) = (EA)
∗

k
√(
s +
τ0
Z
)2
+
1
k2
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)2
− τ
2
1
Z2
+
Nr,0 + Nm,0
EmAm
+
Eε
E0
)
. (10.73)
Die Inversion von Gl. (10.73) liefert den Schlupf s in Abhängigkeit der Rovingnormalkraft Nr zu
s (Nr) = −τ0
Z
(10.74)
+
1
k
√
k2
Z2
τ 21 +
(
Nr
(EA)∗
− Nr,0 + Nm,0
EmAm
)2
−
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
)2
− 2Eε
E0
Nr −Nr,0
(EA)∗
.
10.4.3 Lösung für linear abfallende Schubspannungen
Da Z im Fall linear abfallender Schubspannungen negativ ist, ergeben sich in Gl. (10.41) die
komplexen Wurzeln
λ1,2 = ±i
√
− u
(EA)∗
Z = ±ik. (10.75)
Mit der EULERschen Beziehung eiλ = cosλ + i sinλ und der Beschränkung auf den reellen Lö-
sungsteil folgt die Lösung für den Schlupf als Funktion der lokalen Koordinate x (x(s = s1) = 0):
s (x) = C1 sin (kx) + C2 cos (kx)− τ0
Z
. (10.76)
Unter Anwendung des linearen Materialgesetzes Gl. (10.32) lautet die Lösung für den Schubspan-
nungsverlauf:
τ (x) = Z (C1 sin (kx) + C2 cos (kx)) . (10.77)
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Die Integration der Schubspannungen (entsprechend Gln. 10.3) liefert die Normalkraftverläufe
Nr (x) = u
∫
τ (x) dx = k (EA)∗ (C1 cos (kx)− C2 sin (kx)) + C3 und (10.78)
Nm (x) = −u
∫
τ (x) dx = −k (EA)∗ (C1 cos (kx)− C2 sin (kx)) + C4, (10.79)
wobei k entsprechend Gl. (10.43) wegen Z < 0 mit
k =
√
− u
(EA)∗
Z (10.80)
einzusetzen ist. Mit den Dehnungen (Gln. (10.48) und (10.49)) folgen nach Einsetzen der
Gln. (10.78) und (10.79) die Verschiebungsfunktionen durch Integration:
vr (x) =
∫
εr(x)dx =
∫ (
Nr (x)
E0Ar
− Eε
E0
)
dx
=
(EA)∗
E0Ar
(C1 sin (kx) + C2 cos (kx)) +
C3
E0Ar
x− Eε
E0
x + C5 und (10.81)
vm (x) =
∫
εm(x)dx =
1
EmAm
∫
Nm (x) dx
= − (EA)
∗
EmAm
(C1 sin (kx) + C2 cos (kx)) +
C4
EmAm
x + C6. (10.82)
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dienen als Randbedingungen folgende Werte am In-
tervallanfang:
τ (x = 0) = τ1, (10.83a)
Nr (x = 0) = Nr,0, (10.83b)
Nm (x = 0) = Nm,0. (10.83c)
Für die Bestimmung von C5 und C6 wären zusätzliche Verschiebungsrandbedingungen erforder-
lich, hier ist nur der Schlupf s als Relativverschiebung von Interesse. Bedingung (10.83a) liefert
mit Gl. (10.77)
C2 =
τ1
Z
. (10.84)
Die Randbedingungen (10.83b) und (10.83c) ergeben mit den Ausdrücken für die Normalkraftver-
läufe (Gln. (10.78) bzw. Gl. (10.79))
Nr,0 = k (EA)
∗ C1 + C3 bzw. (10.85)
Nm,0 = −k (EA)∗ C1 + C4. (10.86)
Mit C2 nach Gl. (10.84) sowie der Substitution von C3 bzw. C4 durch C1 nach Gln. (10.85) bzw.
Gl. (10.86) folgt für den Schlupf
s (x) = vr (x)− vm (x)
= C1 sin (kx) +
τ1
Z
cos (kx) +
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
)
x− k C1 x
− Eε
E0
x + (C5 − C6) . (10.87)
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Ein Koeffizientenvergleich mit Gl. (10.76) liefert
0 =
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− kC1 − Eε
E0
, also
C1 =
1
k
(
Nf,0
E0Af
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
(10.88)
sowie
C5 − C6 = −τ0
Z
. (10.89)
Die zu den Verschiebungsfunktionen gehörende Bedingung (10.89) soll hier nicht weiter verfolgt
werden. Aus den Gln. (10.85) bzw. (10.86) ergeben sich die Konstanten C3 bzw. C4:
C3 = Nr,0 − k (EA)∗ C1
=
(EA)∗
EmAm
(Nr,0 + Nm,0) + (EA)
∗ Eε
E0
bzw. (10.90)
C4 = Nm,0 + k (EA)
∗ C1
=
(EA)∗
E0Ar
(Nr,0 + Nm,0)− (EA)∗ Eε
E0
, (10.91)
wobei Nr,0 + Nm,0 = P gilt. Mit Kenntnis der Integrationskonstanten folgen die gesuchten Funk-
tionsverläufe:
s (x) =
1
k
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
sin (kx) +
τ1
Z
cos (kx)− τ0
Z
, (10.92)
τ (x) =
Z
k
(
Nf,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
sin (kx) + τ1 cos (kx) , (10.93)
Nr (x) = (EA)
∗
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
cos (kx) +
u
k
τ1 sin (kx)
+
(EA)∗
EmAm
(Nf,0 + Nm,0) + (EA)
∗ Eε
E0
, (10.94)
Nm (x) = (EA)
∗
(
Nm,0
EmAm
− Nr,0
E0Ar
+
Eε
E0
)
cos (kx)− u
k
τ1 sin (kx)+
+
(EA)∗
E0Af
(Nr,0 + Nm,0)− (EA)∗ Eε
E0
. (10.95)
Inversion der Funktion s(x) aus Gl. (10.92) liefert x(s):
x(s) =
1
k
arcsin


Z
k
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
(Zs + τ0)
Z2
k2
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)2
+ τ 21
−
τ1
√
Z2
k2
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)2
+ τ 21 − (Zs + τ0)2
Z2
k2
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)2
+ τ 21

 , (10.96)
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und Einsetzen von x(s) in Gl. (10.94) führt zu der Beziehung zwischen Rovingnormalkraft und
Schlupf
Nr (s) = (EA)
∗

k
√
−
(
s +
τ0
Z
)2
+
1
k2
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)2
+
τ 21
Z2
+
Nr,0 + Nm,0
EmAm
+
Eε
E0
)
. (10.97)
Gleichung (10.97) unterscheidet sich nur in zwei Vorzeichen unter der Wurzel von der Lösung für
Intervalle mit ansteigender τ(s)-Beziehung, vgl. Gl. (10.73). Die Umstellung nach dem Schlupf s
liefert erwartungsgemäß ein zu Gl. (10.74) ähnliches Ergebnis:
s (Nr) = −τ0
Z
(10.98)
− 1
k
√
k2
Z2
τ 21 −
(
Nr
(EA)∗
− Nr,0 + Nm,0
EmAm
)2
+
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
)2
+ 2
Eε
E0
Nr −Nr,0
(EA)∗
.
Mit den beiden Gleichungen (10.97) bzw. (10.98) lassen sich ohne größere Schwierigkeiten die
Auszugskurven P (v) bzw. v(P ) formulieren.
10.4.4 Lösung für konstante Schubspannungen
Der Fall Z = 0 stellt einen Spezialfall dar. Hierbei vereinfacht sich die Verbunddifferentialglei-
chung (10.37) wegen τ (s) = τ0 = konst. auf
d2s (x)
dx2
=
u
(EA)∗
τ0 . (10.99)
Eine zweimalige Integration führt zum Ansatz für den Schlupf
s (x) =
1
2
u
τ0
(EA)∗x2 + C1x + C2. (10.100)
Da die Schubspannung unabhängig vom Schlupf ist, ist die Schubspannungsverteilung gegeben
als
τ (x) = τ0. (10.101)
Die konstante Schubspannung führt zu den linear veränderlichen Normalkräften
Nr (x) = u
∫
τ (x) dx = τ0ux + C3 und (10.102)
Nm (x) = −u
∫
τ (x) dx = −τ0ux + C4, (10.103)
aus denen sich die Verschiebungsfunktionen durch Einsetzen in Gln. (10.48) bzw. (10.49) und
Integration zu
vr (x) =
∫
εr(x)dx =
∫ (
Nr (x)
E0Ar
− Eε
E0
)
dx
=
1
2
τ0u
E0Ar
x2 +
C3
E0Ar
x− Eε
E0
x + C5 bzw. (10.104)
vm (x) =
∫
εm(x)dx =
1
EmAm
∫
Nm (x) dx
= −1
2
τ0u
EmAm
x2 +
C4
EmAm
x + C6 (10.105)
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ergeben. Bei der Wahl der Randbedingungen muss wegen τ = konst. der Randwert der Schubspan-
nung durch den Schlupf ersetzt werden (vgl. die beiden bereits betrachteten Bereiche mit Z = 0,
Gln. (10.53a) bzw. (10.83a)). Damit lauten die Randbedingungen
s (x = 0) = s1, (10.106a)
Nr (x = 0) = Nr,0, (10.106b)
Nm (x = 0) = Nm,0. (10.106c)
Die Randbedingung (10.106a) führt mit Gl. (10.100) direkt zu
C2 = s1, (10.107)
und aus Gl. (10.106b) und Gl. (10.106c) folgen mit den Gln. (10.102) bzw. (10.103)
C3 = Nr,0 bzw. (10.108)
C4 = Nm,0. (10.109)
Die Bestimmung der noch fehlenden Integrationskonstanten C1 erfolgt wiederum über einen Ko-
effizientenvergleich des Schlupfes, berechnet aus der Differenz der Verschiebungen (Gln. (10.104)
und (10.105))
s (x) = vr (x)− vm (x)
=
1
2
τ0u
(EA)∗
x2 +
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
x + (C5 − C6) . (10.110)
mit dem Ansatz nach Gl. (10.100), wobei C2 = s1 (Gl. (10.107)). Der Koeffizientenvergleich
liefert
C1 =
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
und (10.111)
C5 − C6 = s1. (10.112)
C5 und C6 als Integrationskonstanten der Verschiebungsfunktionen sollen hier nicht weiter be-
trachtet werden. Damit ergeben sich die gesuchten Funktionsverläufe:
s (x) =
1
2
τ0u
(EA)∗
x2 +
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
x + s1, (10.113)
Nr (x) = Nr,0 + τ0 ux und (10.114)
Nm (x) = Nm,0 − τ0 ux. (10.115)
Gleichung (10.113) kann leicht nach der Koordinate x umgestellt werden:
x(s) = −(EA)
∗
τ0u
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
+
(EA)∗
τ0u
√(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)2
+ 2
τ0u
(EA)∗
(s− s1). (10.116)
Eingesetzt in Gl. (10.114) folgt
Nr (s) = Nr,0 − (EA)∗
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
+ (EA)∗
√(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)2
+ 2
τ0u
(EA)∗
(s− s1) , (10.117)
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und die Inversion von Gl. (10.117) liefert
s(Nr) =
1
2
τ0u
(EA)∗
(
Nr −Nr,0
τ0u
)2
+
(
Nr,0
E0Ar
− Nm,0
EmAm
− Eε
E0
)
Nr −Nr,0
τ0u
+ s1. (10.118)
Damit stehen die Grundlösungen für die drei möglichen Bereiche mit linear ansteigender, linear
abfallender und konstanter Schubspannung bereit, aus denen durch Kopplung mittels Rand- bzw.
Übergangsbedingungen (i.d.R. die Normalkräfte Nr,0 bzw. Nm,0 an den Intervallrändern) jedes
multilineare Schubspannungs-Schlupf-Gesetz betrachtet werden kann.
10.5 Bestimmung der Verbundeigenschaften anhand eines Filamentauszuges
10.5.1 Allgemeines
Das in den vorangegangenen Abschnitten vorgeschlagene Verbundgesetz in Form einer multi-
linearen Schubspannungs-Schlupf-Beziehung kann anhand von Einzelfilamentauszügen verifiziert
werden. Solche Auszugsversuche wurden im Rahmen des Sonderforschungsbereiches 532 an der
RWTH Aachen durchgeführt [BANHOLZER 2004, HEGGER 2001]. Abbildung 10.5(a) zeigt die
Prinzipskizze eines solchen Versuches, in Abb. 10.5(b) ist ein typisches Ergebnis aus dem Sonder-
forschungsbereich in Aachen zu sehen. Dieses soll im Folgenden als Referenzbeispiel dienen. Das
untersuchte Einzelfilament wurde einem Roving der Feinheit 2400 tex der Firma Vetrotex entnom-
men und besitzt einen angegebenen Filamentdurchmesser von df = 20µm bei einer Dehnsteifig-
keit von EfAf = 22, 6N 6. Ausgehend von einer kreisförmigen Querschnittsform des Filamentes
folgen eine Querschnittsfläche von Af = 3, 14 · 10−4 mm2, ein Umfang von uf = 6, 28 · 10−2 mm
und ein Elastizitätsmodul von Ef = 72000N/mm2. Die Einbettungslänge (Dicke des Betonkör-
pers) beträgt 7mm, womit die zur Verfügung stehende Verbundlänge auf maximal l = 7mm
begrenzt ist.
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Abbildung 10.5: Auszugsversuch an einem Einzelfilament
Für den zu untersuchenden Einzelfilamentauszug soll auf folgende Besonderheiten und Annah-
men, die für die analytische Untersuchung von Bedeutung sind, hingewiesen werden:
6 Zur Unterscheidung zwischen Filament und Roving wird der Index f anstelle von r verwendet.
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• Das Einzelfilament verhält sich linear elastisch (kein dehnungsabhängiger Elastizitätsmodul
wie beim Roving).
• Wegen der im Vergleich zum Beton äußerst geringen Querschnittsfläche des Filamentes kann
die Dehnung der Matrix vernachlässigt werden.
• Am freien Ende ragt das Filament über den Rand des Betonkörpers hinaus. Nach Erreichen
der maximal zur Verfügung stehende Verbundlänge rutscht das freie Ende in die Matrix
hinein. Dies ist eine grundlegend andere Randbedingung als bei der Homogenisierung von
Verbundmaterialien mit Makrorissen (siehe Abschnitt 9), wo der Schlupf am Rand des RVE
immer null sein muss. Durch das überstehende freie Filamentende reduziert sich die Ver-
bundlänge nicht, nachdem das freie Ende in die Matrix hineingezogen wird.
Entsprechend der Versuchsdurchführung wird die Matrix als eingespannt betrachtet, wobei es we-
gen der Vernachlässigung der Matrixdehnung keine Rolle spielt, wo die Einspannung erfolgt. Die
Zugbeanspruchung des Filamentes erfolgt weggesteuert. Nur so kann die Belastung auch über den
Maximalwert Pmax der Zugkraft hinaus erfolgen. Die Verschiebung v entspricht dem Schlupf zwi-
schen gezogenem Filamentende und Matrix direkt am Rand des Matrixkörpers. Der Einfluss der
versuchstechnisch bedingten freien Verformungslänge des Filamentes vor dem Beton (Überstehen
des gezogenen Filamentendes) auf die Messergebnisse ist in der Messkurve in Abb. 10.5(b) bereits
korrigiert. Die verwendete globale Koordinate, beginnend am eingespannten Rand des Matrixkör-
pers, ist x˜.
Nachfolgend werden die im Abschnitt 10.4 für den Verbund zwischen Roving und Matrix bereit-
gestellten Lösungen für das Auszugsproblem eines Einzelfilamentes unter Berücksichtigung der
erwähnten Besonderheiten spezifiziert und um den Lösungsanteil erweitert, der sich nach Errei-
chen der maximalen Verbundlänge (wenn das freie Ende in die Matrix rutscht) ergibt.
10.5.2 Beziehung zwischen Auszugskraft und Auszugslänge
Betrachtet wird der Auszug eines Einzelfilamentes (konstanter Elastizitätsmodul Ef , Querschnitts-
fläche Af , Umfang u) aus einer im Verhältnis zum Filament um mehrere Größenordnungen dehn-
steiferen Matrix:
EfAf
EmAm
→ 0, (10.119)
womit für die in Gl. (10.12) definierte Ersatzdehnsteifigkeit
(EA)∗ ∼= EfAf (10.120)
folgt. Die analytische Auszugskurve P (v), an der die Verifizierung des Schubspannungs-Schlupf-
Gesetzes τ(s) durchgeführt werden soll, ist ein Spezialfall der bereits aufgestellten Normalkraft-
Schlupf-Beziehung Nf (s) (Abb. 10.5(b)):
P = Nf (x˜ = l) und v = s(x˜ = l). (10.121)
Unter Anwendung der getroffenen vereinfachenden Annahmen ergeben sich damit die gesuchten
P (v)-Beziehungen für die drei möglichen Bereiche eines multilinearen Schubspannungs-Schlupf-
Gesetzes. Für linear ansteigende (Z > 0) und linear abfallende (Z < 0) Schubspannungen folgt
nach den Gln. (10.73) und (10.97) das identische Ergebnis
P (v) =
√
Z EfAfu
((
v +
τ0
Z
)2
−
(τ1
Z
)2)
+ N2f,0 , (10.122)
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und im konstanten Bereich (Z = 0) ergibt sich aus Gl. (10.117)
P (v) =
√
2EfAfτ0 u(v − s1) + N2f,0 . (10.123)
Die Größen Z, τ0, τ1 und s1 sind die erforderlichen Parameter der Schubspannungs-Schlupf-
Beziehung τ(s) (Abb. 10.4) und Nf,0 ist der Anfangswert der Filamentnormalkraft im jeweili-
gen Bereich. Durch Übergangsbedingungen (Aussagen über Nf,0) lassen sich die Grundlösun-
gen (10.122) und (10.123) kombinieren und erlauben damit die Betrachtung beliebig multilinearer
Schubspannungs-Schlupf-Beziehungen τ(s) oder solcher, die durch eine multilineare Funktion ap-
proximierbar sind.
Abbildung 10.6 zeigt den Auszugsversuch eines Einzelfilamentes unter Annahme einer aus drei
Bereichen bestehenden linearen τ(s)-Beziehung. Dabei steigt die übertragbare Schubspannung
linear bis zu ihrem maximalen Wert τm, ohne dass es zu einer Schädigung in der Interphase
kommt. Übersteigt der Schlupf die zugehörige Größe sm, setzt Schädigung ein, und die übertragba-
re Schubspannung verringert sich. Beim Schlupf sr ist die Interphase vollständig geschädigt, d.h.
Filament und Betonmatrix sind voneinander komplett abgelöst. Schubspannungen werden jetzt nur
noch durch Reibung der Größe τr übertragen.
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Abbildung 10.6: Einzelfilamentauszug unter Annahme einer Schubspannungs-Schlupf-Beziehung
mit drei linearen Bereichen
Wendet man Gl. (10.122) und Gl. (10.123) auf die in Abb. 10.6(b) gegebene τ(s)-Beziehung an,
ergeben sich für den Filamentauszug nachfolgende Funktionen für die drei Bereiche der Auszugs-
kraft P in Abhängigkeit der Auszugslänge v:
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Für v ≤ sm
P (v) =
√√√√Z1 EfAfu
((
v +
τ0
Z1
)2
−
(
τ0
Z1
)2)
+ N2f,0
=
√
EfAfu (Z1v2 + 2τ0v) + N2f,0 , (10.124a)
für sm ≤ v ≤ sr
P (v) =
√√√√Z2 EfAfu
((
v +
τs
Z2
)2
−
(
τm
Z2
)2)
+ N2f,0,2
=
√
EfAfu (Z2v2 + 2τsv + (Z1 − Z2)s2m + 2(τ0 − τs)sm) + N2f,0 , (10.124b)
sowie für v ≥ sr
P (v) =
√
2EfAfτr u(v − sr) + N2f,0,3
=
√
EfAfu (2τrv + 2(τs − τr)sr + (Z1 − Z2)s2m + Z2s2r + 2(τ0 − τs)sm) + N2f,0 .
(10.124c)
Die Anfangswerte Nf,0,2 bzw. Nf,0,3 sind die jeweiligen Endwerte des vorangegangenen Bereiches
und lassen sich aus Gl. (10.124a) bzw. Gl. (10.124b) berechnen:
Nf,0,2 = P (v = sm) =
√
EfAfu (Z1s2m + 2τ0sm) + N
2
f,0 bzw. (10.125a)
Nf,0,3 = P (v = sr) =
√
EfAfu (Z2s2r + 2τssr + (Z1 − Z2)s2m + 2(τ0 − τs)sm) + N2f,0 .
(10.125b)
Der Randwert Nf,0 in den Gln. (10.124) bzw. (10.125) ist die Filamentnormalkraft am Beginn des
Schubspannungs-Übertragungsbereiches: Nf,0 = Nf (x˜ = l).
Die Anstiege von τ(s) im linear ansteigenden bzw. abfallenden Bereich Z1 bzw. Z2 berechnen sich
entsprechend Abb. 10.6(b) aus den Quotienten
Z1 =
τm
sm
bzw. Z2 =
τr − τm
sr − sm . (10.126)
Da bei dem betrachteten Auszugsversuch die Matrix wesentlich dehnsteifer als das Filament ist
und ihre Dehnung im mechanischen Modell auch vernachlässigt wird, kann Nf,0 ≈ 0 angenommen
werden.
Die Gleichungen (10.124a) bis (10.124c) gelten solange, bis das gesamte Interface an der Kraft-
übertragung beteiligt ist, also bis gilt: l1 + l2 + l3 = l. Danach rutscht das freie Filamentende in die
Betonmatrix hinein. Da das freie Ende übersteht (Abb. 10.5(a)), reduziert sich die zur Verfügung
stehende Verbundlänge nicht. Sie bleibt l. In diesem Fall ist die Formulierung einer (bereichswei-
se) geschlossenen Funktion P (v) nicht mehr möglich. Für diesen Teil des Filamentauszuges, den
man auch „Filamentdurchzug“ nennen könnte, ist eine gesonderte Betrachtung erforderlich. Hier-
für wird mit sfe eine weitere Variable eingeführt, die den Schlupf zwischen Filament und Matrix
am freien Ende kennzeichnet (Abb. 10.7). Einer übersichtlichen Darstellung von sfe wegen wurde
in Abb. 10.7 das überstehende freie Filamentende gedanklich abgeschnitten (gestrichelt).
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Abbildung 10.7: Definition des Schlupfes sfe am freien Filamentende
Es ist möglich, die beiden Funktionen P (sfe) und v(sfe) bereichsweise geschlossen aufzustellen,
was eine implizite Formulierung von P (v) erlaubt. Wie weiter unten in diesem Abschnitt diskutiert
wird (Abb. 10.8(a)), können sich P und v gleichzeitig verringern, auch, wenn dies messtechnisch
schwierig zu erfassen ist. Ein solcher Fall kann sich i.d.R. nur bei großen Einbettungslängen aus-
bilden.
Für die folgenden Ausführungen wird vorausgesetzt, dass sich alle drei Bereiche der τ(s)-
Beziehung im Interface ausbilden konnten, bevor es zu einem Schlupf sfe am freien Filament-
ende kam. Das heißt dass sich beim Eintreten von sfe das gezogene Ende im Reibbereich
(τ(s = v) = τr) befindet. Damit berechnen sich v und P als Randwerte der Lösungen für den
Bereich mit konstanter Schubspannung (Abschnitt 10.4.4) nach Gln. (10.113) und (10.114). Ist l3
die für den Reibbereich zur Verfügung stehende Länge und Nf,0,3 der Randwert der Normalkraft
an der Stelle x3 = 0, folgt für das Einzelfilament:
v(sfe) =
1
2
τru
EfAf
l23 +
Nf,0,3
EfAf
l3 + sr und (10.127a)
P (sfe) = τrul3 + Nf,0,3. (10.127b)
Die Abhängigkeit von sfe ist hier noch nicht zu erkennen. Sie ergibt sich aus den noch zu be-
stimmenden Größen l3 und Nf,0,3. Nach dem Erreichen der maximal zur Verfügung stehenden
Verbundlänge ist die Kenntnis der Längen l1 bis l3 (Abb. 10.6(a)) erforderlich. Diese lassen sich
aus den bekannten Funktionen τ(x) (für linear ansteigende und abfallende τ(s)) bzw. s(x) (für
konstante τ(s)) bestimmen (Abschnitt 10.4, Gln.(10.69), (10.93) bzw. (10.113)). Für ein allge-
meines Intervall der Schubspannungs-Schlupf-Beziehung mit den in Abb. 10.4 eingeführten Be-
zeichnungen, der lokalen Koordinate x und der Intervalllänge l (l meint an dieser Stelle nicht die
gesamte Verbundlänge) wird für linear ansteigende und abfallende Schubspannungen die Rand-
bedingung τ(x = l) = τ(s = s2) = τ2 und für eine konstante Schubspannung die Randbedin-
gung s(x = l) = s2 ausgewertet. Ohne auf Einzelheiten der mathematischen Umformungen der
Gln. (10.69), (10.93) und (10.113) eingehen zu wollen, werden im Folgenden die Ergebnisse der
Intervalllängen angegeben:
lansteigend =
1
k1
ln
(
1
τ1u + Nf,0k1
(
τ2u +
√
(τ 22 − τ 21 )u2 + N2f,0k21
))
, (10.128a)
labfallend =
1
k2
arcsin

u
τ1
√
(τ 21 − τ 22 )u2 + N2f,0k22 −Nf,0k2τ2
τ 21u
2 + N2f,0k
2
2

 , (10.128b)
lkonstant =
1
τ0u
(√
N2f,0 + 2EfAfτ0u (s2 − s1)−Nf,0
)
. (10.128c)
Voraussetzung ist ein linear elastisches Materialverhalten für das Einzelfilament (E0 = Ef und
Eε = 0) und die Vernachlässigung der Matrixdehnung. Nf,0 ist die Filamentnormalkraft am Beginn
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des jeweiligen Bereiches. Da τ und s untereinander in dem linearen Zusammenhang τ(s) = τ0+Zs
stehen, lässt sich auch für die ansteigenden und abfallenden Bereiche von τ(s) der Randwert τ2
der Schubspannung durch den zugehörigen Schlupf s2 ersetzen.
ANMERKUNG 10.1 Bezüglich der Gln. (10.128a) und (10.128b) muss auf eine zu beachtende Besonderheit
hingewiesen werden. Wird näherungsweise vorausgesetzt, dass Nf,0 ≈ 0 ist, so darf die Schubspannung
am Beginn des Intervalls nicht null sein, also τ1 > 0. Ansonsten werden die Intervalllängen unendlich
groß. Dies ist modellbedingt und lässt sich folgendermaßen erklären: Ausgangspunkt sei der Beginn des
Verbundbereiches, an dem s = 0 ist. Gilt für das Materialgesetz τ(s = 0) = 0 und wird für die Normalkraft
Nf,0 = 0 angenommen, so ist folgerichtig auch nach einem differentiellen Filamentabschnitt der Länge
dx noch immer Nf = 0. Damit kommt es zu keiner Dehnung der Faser und der Schlupf s bleibt null. Es
wird also auch an der Stelle 0 + dx keine Schubspannung übertragen und die Fasernormalkraft bleibt null.
Die für die Kraftübertragung erforderliche Länge wird dann theoretisch unendlich groß. Bezogen auf die
trilineare Schubspannungs-Schlupf-Beziehung in Abb. 10.6(b) bedeutet dies im Umkehrschluss, dass τ0 = 0
sein muss, wenn die mechanisch sinnvolle Annahme Nf,0 ≈ 0 getroffen wird.
Für die Berechnung der Auszugskurve P (v) unter Verwendung der Gln. (10.124) ist diese Voraussetzung
nicht erforderlich. Nf,0 und τ0 können beide gleichzeitig null sein. Untersuchungen haben gezeigt, dass die
Auszugskurve kaum von der Wahl von τ0 abhängt. Die Sensibilität des Ergebnisses bezüglich τ0 ist auch
nach Beginn des Hineinrutschens des freien Filamentendes (sfe > 0) sehr gering. Der Verfasser schlägt als
Startwert die Wahl von τ0 ≈ 0, 01 τm (1 Prozent von τm) vor.
Bei der Auswertung der Gln. (10.127) muss entsprechend der Größe von sfe in drei Fälle unter-
schieden werden (zur Erinnerung: alle drei Bereiche der τ(s)-Beziehung haben sich ausgebildet,
bevor es zum Hineinrutschen des freien Filamentendes kommt). Rutscht das freie Ende in die Ma-
trix, kann logischerweise für die Anfangsnormalkraft des Filamentes nur noch
Nf,0 = 0 (10.129)
angesetzt werden. Die drei möglichen Fälle sind dann:
Fall 1: 0 < sfe ≤ sm
Nach Gl. (10.128a) berechnet sich mit Nf,0 = 0, τ1 = τ0 +Z1sfe und τ2 = τm die Länge des ersten
Bereiches zu
l1(sfe) =
1
k1
ln
(
1
(τ0 + Z1sfe)u
(
τmu +
√
(τ 2m − (τ0 + Z1sfe)2)u2
))
=
1
k1
ln
τm +
√
τ 2m − (τ0 + Z1sfe)2
τ0 + Z1sfe
. (10.130)
Der Anfangswert Nf,0,2 des zweiten Bereiches ist der Endwert der Normalkraft im ersten Bereich
und folgt aus Gl. (10.70) mit den Vereinfachungen für das Einzelfilament:
Nf,0,2(sfe) =
(τ0 + Z1sfe)u
k1
sinh (k1l1)
=
u
k1
√
τ 2m − (τ0 + Z1sfe)2. (10.131)
Mit dem neuen Randwert der Normalkraft Nf,0,2 sowie τ1 = τm und τ2 = τr kann l2 aus
Gl. (10.128b) bestimmt werden:
l2(sfe) =
1
k2
arcsin

u
τm
√
(τ 2m − τ 2r )u2 + N2f,0,2k22 −Nf,0,2k2τr
τ 2mu
2 + N2f,0,2k
2
2

 , (10.132)
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und der Anfangswert der Normalkraft im dritten Bereich (Reibbereich) ergibt sich aus Gl. (10.94)
für das Filament zu
Nf,0,3(sfe) =
u
k2
τm sin (k2l2) + Nf,0,2 cos (k2l2). (10.133)
Aus Nf,0,3 in Gl. (10.133) und
l3 = l − l1 − l2 (10.134)
kann nun die Kraft-Verschiebungs-Beziehung für den Filamentauszug in implizierter Form nach
Gln. (10.127) ausgewertet werden.
Fall 2: sm < sfe ≤ sr
Überschreitet der Schlupf sfe am freien Ende die Größe sm (Abb. 10.6(b)), gibt es entlang des
Interfaces nur noch den Bereich mit linear abfallender Schubspannungs-Schlupf-Beziehung und
den Reibbereich. Also ist
l1(sfe) = 0, (10.135)
und für die Normalkraft am Beginn des zweiten Bereiches folgt
Nf,0,2(sfe) = 0. (10.136)
Die Länge des zweiten Bereiches ergibt sich mit Nf,0 = Nf,0,2 = 0, τ1 = τs + Z2sfe und τ2 = τr
und aus Gl. (10.128b):
l2(sfe) =
1
k2
arcsin
(
u
(τs + Z2sfe)
√
((τs + Z2sfe)2 − τ 2r )u2
(τs + Z2sfe)2u2
)
=
1
k2
arcsin
√
(τs + Z2sfe)2 − τ 2r
τs + Z2sfe
=
1
k2
arccos
τr
τs + Z2sfe
, (10.137)
und die Normalkraft am Beginn des dritten Bereiches berechnet sich nach Gl. (10.94) für das
Filament zu
Nf,0,3(sfe) =
u
k2
(τs + Z2sfe) sin (k2l2)
=
u
k2
√
(τs + Z2sfe)2 − τ 2r . (10.138)
Mit Nf,0,3 nach Gl. (10.138) und
l3 = l − l2 (10.139)
können nun die Funktionen für v(sfe) und P (sfe) in den Gln. (10.127) für diesen zweiten Fall
ausgewertet werden.
Fall 3: sr < sfe
Im gesamten Interface werden jetzt nur Schubspannungen durch Reibung übertragen. Die Auswer-
tung der Gln. (10.127) erfolgt mit
Nf,0,3 = 0, (10.140)
l3 = l und (10.141)
sr = sfe. (10.142)
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Unbedingt zu beachten ist, dass im dritten Fall anstelle von sr in Gl. (10.127a) der Schlupf sfe am
freien Ende einzusetzen ist, siehe Gl. (10.142) und Abb. 10.6(b).
Abbildung 10.8(a) zeigt die prinzipielle Kraft-Verschiebungs-Kurve eines Filamentauszuges inklu-
sive des Hineinrutschens des freien Filamentendes. Deutlich ist das „pullback“ zu erkennen, also
das gleichzeitige Verringern von Auszugskraft P und Endverschiebung v (Bereich (D)). Voraus-
setzung hierfür ist, dass die zur Verfügung stehende gesamte Verbundlänge groß genug ist, damit
sich bis zum Hineinrutschen des freien Filamentendes alle drei Bereiche der Schubspannungs-
Schlupf-Beziehung (linear ansteigendes, linear abfallendes und konstantes τ(s)) ausbilden kön-
nen. In Abb. 10.8(b) sind zur Verdeutlichung die zu den bezeichneten Punkten bzw. Bereichen in
Abb. 10.8(a) zugehörigen Schubspannungsverläufe entlang des Interfaces dargestellt.
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Abbildung 10.8: Vollständiger Auszug eines Filamentes bei Ausbildung aller möglichen Bereiche
(i.d.R. nur bei Filamenten mit großer Einbettungslänge)
Die wesentlichen Punkte und Bereiche in Abb. 10.8, basierend auf dem in Abb. 10.6 dargestellten
Einzelfilamentauszug, lassen sich wie folgt charakterisieren:
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(A): Die maximale Kraft, die nur durch Adhäsion übertragbar ist (keine Reibung, l3 = 0), ist hier
erreicht. Nach Überschreiten dieses Punktes beginnt sich, ausgehend vom gezogenen Ende,
das Filament vollständig von der Matrix abzulösen. Das heißt, am gezogenen Filamentende
setzt nach Erreichen von (A) die vollständige Schädigung der Interphase ein.
(B): Die gesamte zur Verfügung stehende Verbundlänge ist jetzt an der Kraftübertragung be-
teiligt. (l1 + l2 + l3 = l). Alle drei Bereiche der Schubspannungs-Schlupf-Beziehung (li-
near ansteigendes, linear abfallendes und konstantes τ(s)) haben sich ausgebildet. Nach
Überschreiten von (B) beginnt das freie Filamentende in die Matrix hinein zu rutschen (der
Schlupf sfe entwickelt sich).
(C): Das absolute Maximum der Zugkraft Pmax ist nun erreicht. Der Schlupf am freien Ende ist
ungleich null: sfe > 0.
(D): Die Endverschiebung v und die Zugkraft P verringern sich („pullback“), während der
Schlupf sfe am freien Ende größer wird. Dabei vergrößert sich die Länge l3 des Reibbe-
reiches.
(E): Das Filament hat sich jetzt über die gesamte Länge l von der Matrix abgelöst. Schubspan-
nungen werden nur noch durch Reibung übertragen (l1 = l2 = 0 und l3 = l).
(F): Bei der weiteren Fortführung des Auszugsversuches wird das Filament durch die Matrix
durchgezogen. Wegen des überstehenden freien Filamentendes verringert sich die Verbund-
länge nicht und die Zugkraft bleibt konstant (Preib). Ohne ein überstehendes freies Ende
würde P linear abnehmen.
(G): Ein über v weggesteuertes Experiment (oder eine numerische Simulation) würde einen
plötzlichen Abfall der Zugkraft P nach Erreichen von Pmax auf den Wert Preib zeigen (ge-
strichelte Linie).
Das dargestellte Verfahren zur Ermittlung einer analytischen Auszugskurve P (v) einschließ-
lich des Hineinrutschens des freien Endes lässt sich auf beliebige multilineare Schubspannungs-
Schlupf-Beziehungen τ(s) übertragen. Alle dafür erforderlichen Gleichungen wurden bereitge-
stellt. Mit einer entsprechenden Fallunterscheidung ist auch die Untersuchung für sehr kleine Ver-
bundlängen l, wie sie bei Filamentauszügen oft vorkommen, möglich. Die Verbundlänge (Ein-
bettungslänge) bei dem in Abb. 10.5 dargestellten Auszugsversuch beträgt nur l = 7mm. Bei
solch kurzen Verbundlängen kommt es nicht zur Ausbildung des „pullback“ in der Auszugskur-
ve. Dies liegt daran, dass sich noch kein Reibbereich ausbilden konnte (l3 = 0), bevor das freie
Ende beginnt, in die Matrix hinein zu rutschen (sfe > 0 bereits für v < sr). Auch dieses Ver-
halten wird von dem beschriebenen Modell erfasst. Abbildung 10.9 zeigt die Anpassung einer
Schubspannungs-Schlupf-Beziehung mit drei linearen Bereichen an den in Abb. 10.5 dargestellten
Einzelfilament-Auszugsversuch.
Mit dem Modell einer Schubspannungs-Schlupf-Beziehung mit drei linearen Bereichen lässt sich
die Auszugskurve bis zu ihrem Maximum gut abbilden. Der graduelle Abfall nach Pmax ist nicht
zufriedenstellend nachvollziehbar. Eine Erweiterung der Schubspannungs-Schlupf-Beziehung auf
vier lineare Bereiche führt zu einer guten Übereinstimmung zwischen dem mechanischen Modell
und dem experimentellen Ergebnis (Abb. 10.10).
Für eine optimale Beschreibung des Verbundverhaltens zwischen dem Glasfilament und der Fein-
betonmatrix mittels einer multilinearen Schubspannungs-Schlupf-Beziehung ist demnach ein An-
satz mit vier linearen Bereichen zu empfehlen. Drei Bereiche können den allmählichen Abfall
nicht abbilden, und mehr als vier Bereiche führen nur zu einer größeren Anzahl zu identifizieren-
der Materialparameter, verbessern die Qualität der analytischen Lösung in Bezug auf die experi-
mentellen Ergebnisse jedoch nicht wesentlich. Der zusätzlich eingeführte Bereich im Materialge-
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Abbildung 10.9: Versuchsanpassung an eine experimentell ermittelte Auszugskurve eines Einzel-
filamentes unter Annahme eines Schubspannungs-Schlupf-Gesetzes mit drei li-
nearen Bereichen
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Abbildung 10.10: Versuchsanpassung an eine experimentell ermittelte Auszugskurve eines Ein-
zelfilamentes unter Annahme eines Schubspannungs-Schlupf-Gesetzes mit vier
linearen Bereichen
setz (Abb. 10.10(a), Bereich 3′) lässt sich physikalisch begründen. Im Vergleich von Abb. 10.9(a)
und Abb. 10.10(a) ist unschwer zu erkennen, dass es sich bei diesem um einen Übergangsbereich
zwischen teilweiser Schädigung (Bereich 2) und vollständiger Ablösung mit konstanter Reibung
(Bereich 3) handelt. Dieser Bereich wird als ein weiterer Reibbereich interpretiert. Der Verbund
zwischen Filament und Matrix ist hier also bereits vollständig zerstört. Allerdings ist die durch
Reibung übertragbare Schubspannung anfangs noch etwas höher. Mit zunehmender Relativver-
schiebung (Schlupf) zwischen Filament und Matrix reduziert sich in diesem Bereich die Rauigkeit
der beiden Oberflächen und die übertragbare Schubspannung nimmt ab, bis sie ihren konstanten
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Endwert τr erreicht hat.
Als Fazit der in diesem Kapitel durchgeführten Untersuchungen kann man sagen, dass sich bei
der Bestimmung des Verbundgesetzes τ(s) anhand experimentell ermittelter Auszugskurven P (v)
die analytische Modellierung als ein wesentlicher Vorteil erweist. Ohne nennenswerten Aufwand
durchführbare Parametervariationen der τ(s)-Beziehung erlauben dabei eine Anpassung an die
Messdaten in kürzester Zeit. Auch automatisch ablaufende Optimierungsalgorithmen sind auf
diese Weise realisierbar. Selbst die oben gezeigte Veränderung der qualitativen Schubspannungs-
Schlupf-Beziehung (Erweiterung auf vier lineare Bereiche anstatt drei) ist problemlos möglich.
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IV Anwendungsbeispiel
11 Simulation des makroskopischen Materialverhaltens von Textilbeton am
Beispiel eines Dehnkörpers
11.1 Der Dehnkörper und sein makroskopisches Materialverhalten
In dem folgenden Beispiel soll die Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten Homogenisie-
rung auf einen textilbewehrten Dehnkörper demonstriert werden. Unter einem Dehnkörper ver-
steht man ein makroskopisches Bauteil, das durch eine sich stetige erhöhende makroskopische
Dehnung beansprucht wird. In den folgenden Ausführungen wird der ganze Dehnkörper wie ein
RVE behandelt. Für eine Tragwerksstruktur (ein Bauteil), deren Abmessungen ein Vielfaches des
Dehnkörpers betragen, würde das am Dehnkörper (= RVE) ermittelte mittlere Materialverhalten
an jedem materiellen Punkt der Struktur gelten. Alle betrachteten Teilaspekte sollen berücksichtigt
werden: der ungeschädigte Bereich, die Mikrorissbildung und die Entstehung von Makrorissen.
Die Abmessungen des Dehnkörpers sind so groß, dass es in der Regel zu einer mehrfachen Rissbil-
dung kommt. In Abb. 1.5(a) im Abschnitt 1.2 ist ein solcher Dehnkörper mit seinem experimentell
bestimmten makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Verlauf dargestellt.
Abbildung 11.1 zeigt den in diesem Beispiel betrachteten Dehnkörper mit seiner bidirektionalen
Bewehrung. In x3-Richtung ist die makroskopische Dehnung ε03 vorgeschrieben. Die Hauptbeweh-
rung (Roving 1) verläuft in Beanspruchungsrichtung und die Querbewehrung (Roving 2) unter den
Winkel von 90◦ senkrecht dazu.
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Abbildung 11.1: Bidirektional bewehrter Dehnkörper unter einer uniaxialen Zugbeanspruchung
Mit steigender Beanspruchung entstehen nach einem linear elastischen Anfangsbereich zunächst
Mikrorisse und anschließend Makrorisse. Als Kriterium für die Rissbildung wird wiederum das
Erreichen der Spannung σmu in der Matrix herangezogen. Nach Überschreiten einer maximalen
Mikrorissdichte fc,max (wird als Eingangs-Parameter für das Materialmodell vorgegeben) vereini-
gen sich die Mikrorisse zum Makroriss. Es wird davon ausgegangen, dass die Mikrorissbildung
abgeschlossen ist, bevor es zum ersten Makroriss kommt. Entsprechend der Beanspruchungsrich-
tung des Dehnkörpers entstehen die Makrorisse senkrecht zur x3-Richtung. Abbildung 11.2 zeigt
das resultierende makroskopische Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Dehnkörpers. Die wesent-
lichen Punkte sind mit (A) bis (E) bezeichnet.
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Abbildung 11.2: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Dehnkörpers
Der Punkt (A) in Abb. 11.2 kennzeichnet das Ende des linear elastischen Materialverhaltens des
bidirektional bewehrten Dehnkörpers. In der Matrix ist die kritische Zugspannung σmu erreicht und
erste Mikrorisse bilden sich. Die mittleren elastischen Felder für diesen Beanspruchungszustand
sind mit εc und σc bezeichnet. Da sich die Mikrorissdichte fc mit steigender Belastung erhöht, ist
das mittlere Materialverhalten nach Beginn der Mikrorissbildung nichtlinear elastisch.
Erreicht bei weiter steigender Beanspruchung die Mikrorissdichte fc im Verbundmaterial den Wert
fc,max, vereinigen sich die Mikrorisse an einer zufälligen Position im RVE zum ersten Makroriss
(Punkt (B) in Abb. 11.2). Man spricht in der Spannungs-Dehnungs-Linie vom Punkt der Erstrissbil-
dung. Am Riss ist die Betonzugspannung null. Sie nimmt mit zunehmender Entfernung vom Riss
zu. Die Spannungsverläufe in Matrix und Roving in dem vom Makroriss beeinflussten Gebiet sind
abhängig vom zugrunde liegenden Verbundgesetz zwischen Roving und Matrix. In einem gewis-
sen Abstand vom Riss erreicht die Betonspannung ihr Maximum. Ist die Makrorissbildung noch
nicht abgeschlossen, liegt diese konstante Betonspannung in einem in x3-Richtung ausgedehnten
Bereich des RVE vor. Erreicht bei zunehmender makroskopischer Beanspruchung die Betonspan-
nung in diesem Bereich erneut ihren kritischen Wert σmu, bildet sich der nächste Makroriss. Wie
bereits erwähnt, ist die Mikrorissbildung bereits bei Beginn der Makrorissbildung abgeschlossen.
Somit kann dieser neue Riss an einer zufälligen Position in dem Bereich mit der konstanten maxi-
malen Betonspannung entstehen.
Da der Dehnkörper im Sinne eines RVE behandelt wird, dessen mittleres Materialverhalten an
jedem Punkt der Makrostruktur gelten soll, wird die genaue Lage der Risse nicht betrachtet. Das
RVE enthält über seine Länge l eine Anzahl nmc an Makrorissen, die als gleichmäßig verteilt
angenommen werden, wobei die Anordnung der Risse so gewählt wird, dass es an den Rändern des
RVE keine Relativverschiebung (keinen Schlupf) zwischen Roving und Matrix gibt. Man könnte
analog der Mikrorissdichte in diesem Zusammenhang auch von einer Makrorissdichte im RVE
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sprechen. Die Anzahl nmc der Makrorisse wird schrittweise um eins erhöht, sobald es infolge der
zunehmenden makroskopischen Beanspruchung zu einer erneuten Rissbildung kommt. Reicht der
Abstand zwischen zwei Makrorissen nicht mehr aus, um die für σmu erforderlichen Kräfte in die
Matrix einzuleiten, ist die Makrorissbildung abgeschlossen.
Wird wie im Abschnitt 9.2 vereinfacht eine konstante Schubspannung vorausgesetzt, erreicht die
Spannung in der Matrix ihren kritischen Wert σmu immer bei der gleichen Auszugskraft P des Ro-
ving am Makroriss. Folglich entstehen alle Makrorisse bei der gleichen makroskopischen Span-
nung σmc (horizontaler Bereich zwischen den Punkten (B) und (C) in Abb. 11.2). Eine weitere
Steigerung der makroskopischen Beanspruchung ε03 führt ausschließlich zur Erhöhung der Bean-
spruchung in den Rovings der Hauptbewehrung. Die Spannungen bzw. Verzerrungen in der Matrix
bleiben konstant. Gleiches gilt auch für jede andere, in Abhängigkeit der Interface-Koordinate x
formulierte Ansatzfunktion für die Schubspannungen τ = τ(x).
Bei Annahme eines schlupfbasierten Verbundgesetzes τ = τ(s) entstehen die ersten (i.d.R. die
meisten) Makrorisse ebenfalls bei der gleichen makroskopischen Spannung σmc (Bereich zwi-
schen (B) und (C) in Abb. 11.2). Auch hier ist zum Erreichen von σmc in der Matrix eine konstante
Rovingzugkraft P am Riss erforderlich. Nach einer bestimmten Rissanzahl hat sich der Abstand
zwischen den Makrorissen soweit verringert, dass auch bei steigender Rovingzugkraft P (und da-
mit steigender makroskopischer Spannung σ3) die zur Kraftübertragung verfügbare Verbundlänge
unverändert bleiben muss. Da sich jedoch mit steigender Rovingzugkraft P die Dehnung des Ro-
ving und damit der Schlupf s zwischen Roving und Matrix erhöhen, kann die Beanspruchung in
der Matrix bei Verwendung eines schlupfbasierten Verbundgesetzes τ(s) weiter ansteigen. Die
Folge sind weitere Makrorisse, die bei einer höheren Makrospannung σ3 > σmc eintreten (Risse
im Bereich zwischen (C) und (D) in Abb. 11.2)
Nach der abgeschlossenen Makrorissbildung kann die makroskopische Beanspruchung solange
weiter gesteigert werden, bis die maximale Rovingspannung ihren kritischen Wert σru überschrei-
tet und die Rovings reißen (Punkt (E) in Abb. 11.2). Der maximale Beanspruchungszustand des
Dehnkörpers (εu, σu) ist erreicht, maßgebend hierfür ist die Rovingspannung (bzw. die Rovingdeh-
nung) am Makroriss. Mit zunehmendem Abstand vom Riss nimmt die Beanspruchung im Roving
ab. Durch die (wenn auch geringe) noch vorhandene Mittragwirkung der Matrix zwischen den
Makrorissen (tension stiffening) ist der Anstieg der Spannungs-Dehnungs-Kurve zwischen (D)
und (E) etwas steiler als der der reinen Rovings.
11.2 Einführung einer gemittelten Ersatzmatrix für das Verbundproblem
Bis zum ersten eintretenden Makroriss entspricht die Problemstellung der im Abschnitt 8.2 darge-
stellten Behandlung bidirektional bewehrter RVEs mit Mikrorissen. Die mittleren Verzerrungen in
der Hauptbewehrung ε1, der Querbewehrung ε2 und den Mikrorissen εc berechnen sich nach den
Gln. (8.121). Aus der vorgeschriebenen Makroverzerrung ε0 ist damit über Gl. (8.109) auch die
mittlere Matrixdehnung εm bekannt. Mit den lokalen elastischen Materialgesetzen lassen sich die
Spannungen σ1, σ2 und σm berechnen.
Nach dem Beginn der Makrorissbildung wird von der dreidimensionalen tensoriellen Homogeni-
sierung zur eindimensionalen Betrachtungsweise des nun für das Materialverhalten maßgebenden
Verbundproblemes übergegangen. Ausgehend vom Riss wird der Roving aus der Matrix ausgezo-
gen. Die Ermittlung des mittleren (makroskopischen) Materialverhaltens des Dehnkörpers erfolgt
jetzt mittels des im Abschnitt 9.1 vorgestellten Lösungsansatzes, wobei die prinzipielle Vorgehens-
weise bei der Umsetzung jener in Abschnitt 9.2 entspricht. Allerdings kann für das hier verwendete
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schlupfbasierte Verbundmodell der komplette Lösungsablauf analog Abschnitt 9.2 nicht ausführ-
lich angegeben werden. Der Ablauf ist analog, lässt sich jedoch nur mit einem Computerprogramm
umsetzen. Hierbei finden die im Abschnitt 10.4 für die einzelnen Bereiche einer multilinearen
Schubspannungs-Schlupf-Beziehung bereitgestellten Lösungen des Verbundproblemes beim Ro-
vingauszug Verwendung.
Für die analytische Lösung des Verbundproblemes muss als Annahme eine Ersatzmatrix eingeführt
werden, die die Rovings der rissüberbrückenden Hauptbewehrung umgibt. Diese Ersatzmatrix, die
man auch als eine „verschmierte“ Matrix bezeichnen könnte, besteht aus der eigentlichen Feinbe-
tonmatrix, der Querbewehrung und den Mikrorissen. Zur Unterscheidung werden die elastischen
Größen der Ersatzmatrix mit ( .̂ ) gekennzeichnet.
Anstatt für die Bestimmung der elastischen Materialeigenschaften der Ersatzmatrix eine separa-
te Homogenisierung durchzuführen, wird auf die bereits bekannte Lösung für den ungerissenen
Dehnkörper1 zurückgegriffen. Entsprechend den Gln. (8.107) bzw. (8.109) können die mittlere
Spannung σ bzw. die mittlere Verzerrung ε (gleich der vorgeschriebenen Makroverzerrung ε0) als
volumengewichteter Mittelwert der mittleren elastischen Felder in der Hauptbewehrung (σ1 bzw.
ε1) und der Ersatzmatrix (σ̂ bzw. ε̂) geschrieben werden:
σ = f1σ
1 + (1− f1) σ̂ bzw. (11.1)
ε = f1ε
1 + (1− f1) ε̂ = ε0. (11.2)
Da für die mittleren Felder des RVE auch
σ = f1σ
1 + f2σ
2 + fmσ
m bzw. (11.3)
ε = f1ε
1 + f2ε
2 + fmε
m + εc (11.4)
gilt, lassen sich die mittlere Spannung σ̂ bzw. die mittlere Verzerrung ε̂ in der Ersatzmatrix nach
(1− f1) σ̂ = fmσm + f2σ2 bzw. (11.5)
(1− f1) ε̂ = fmεm + f2ε2 + εc. (11.6)
aus den mittleren Feldern der eigentlichen Feinbetonmatrix, der Querbewehrung und der Mikro-
risse bestimmen.
Unter Einführung des mittleren Elastizitätstensors Ĉ für die Ersatzmatrix lässt sich Gl. (11.1)
umschreiben zu
σ = f1C
1 : ε1 + (1− f1)Ĉ : ε̂ . (11.7)
Unter Anwendung von
(1− f1) ε̂ = ε0 − f1ε1 (11.8)
nach Gl. (11.2) und mit dem makroskopischen Materialgesetz für vorgeschriebene Makroverzer-
rungen ε0
σ = C : ε0 (11.9)
1 In Verbindung mit dem Dehnkörper meint hier gerissen bzw. ungerissen immer die Makrorissbildung.
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kann aus Gl. (11.7) für die Homogenisierung geschrieben werden:
C : ε0 = f1C
1 : ε1 + Ĉ :
(
ε0 − f1ε1
)
, (11.10)(
C− Ĉ
)
: ε0 = f1
(
C1 − Ĉ
)
: ε1. (11.11)
Das ursprüngliche Problem aus Feinbetonmatrix, Hauptbewehrung, Querbewehrung und Mikroris-
sen kann demnach ersatzweise so beschrieben werden, als wäre die Hauptbewehrung (Roving 1)
in die Ersatzmatrix mit dem mittleren Elastizitätstensor Ĉ eingebunden (Gl. (11.11)). Die mittlere
Verzerrung ε1 berechnet sich nach Gl. (8.121a) für das ursprüngliche Problem (ohne Ersatzmatrix)
nach
ε1 =
{
K1 +
(
f2
(
K2 − f21(4)
)−1
+
1
fm
Jc
)
:
(
K1 − f11(4)
)}−1
: ε0, (11.12)
wobei zur verkürzten Schreibweise der Tensor
Z1 =
{
K1 +
(
f2
(
K2 − f21(4)
)−1
+
1
fm
Jc
)
:
(
K1 − f11(4)
)}−1 (11.13)
eingeführt wird. Es gilt also
ε1 = Z1 : ε0. (11.14)
Die Tensoren K1, K2 und Jc in Gl. (11.12) sind die des ungerissenen Dehnkörpers. Sie werden
nach den Gln. (8.117a), (8.117b) und (8.101) berechnet. Als Rissdichteparameter fc zur Aufstel-
lung von Jc ist fc = fc,max zu verwenden, da zum Zeitpunkt der Makrorissbildung die Mikro-
rissbildung abgeschlossen ist. Durch Einsetzen von Gl. (11.14) in Gl. (11.11) folgt die Gleichung
zur Berechnung des mittleren Elastizitätstensors Ĉ der Ersatzmatrix
Ĉ =
(
C− f1C1 : Z1
)
:
(
1(4) − f1Z1
)−1
. (11.15)
Sowohl der mittlere Elastizitätstensor C des RVE in Gl. (11.15) als auch die Tensoren K1, K2
und Jc in Gl. (11.12) und damit der Tensor Z1 in Gl. (11.15) sind hier bekannt. Die Größen wur-
den bereits für den Beanspruchungszustand kurz vor Beginn der Makrorissbildung (fc = fc,max)
berechnet.
Mit Ĉ ist ebenfalls der für die Behandlung des Verbundproblemes beim Auszug der Hauptbeweh-
rung erforderliche Elastizitätsmodul Êm der Ersatzmatrix in Rovingrichtung (in diesem Fall die
x3-Richtung) bekannt.
Der Elastizitätsmodul Êm der Ersatzmatrix kann auch direkt aus der eindimensionalen Betrachtung
abgeleitet werden. Für die mittlere Spannung σ3 bzw. die mittlere Verzerrung ε3 gilt entsprechend
den Gln. (11.1) bzw. (11.2)
σ3 = f1σ
1
3 + (1− f1) σ̂3 bzw. (11.16)
ε3 = f1ε
1
3 + (1− f1) ε̂3 = ε0. (11.17)
Durch Einsetzen des HOOKEschen Gesetzes in Gl. (11.16) entsteht
E3 ε
0
3 = f1 Er ε
1
3 + (1− f1) Êm ε̂3 (11.18)
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mit dem mittleren Elastizitätsmodul E3 des Dehnkörpers kurz vor der Makrorissbildung, dem Ela-
stizitätsmodul Er des Roving (Hauptbewehrung) und dem Elastizitätsmodul Êm der Ersatzmatrix.
Die Gleichung (11.17) kann nach (1− f1) ε̂3 umgestellt und in die Gl. (11.18) eingesetzt werden.
Nach Umstellen folgt der Elastizitätsmodul Êm der Ersatzmatrix
Êm =
E3 ε
0
3 − f1 Er ε13
ε03 − f1 ε13
. (11.19)
11.3 Bestimmung des makroskopischen Materialverhaltens und Parameterstudien
In Anlehnung an bereits vorgestellte Beispielrechnungen werden folgende Materialparameter vor-
ausgesetzt:
Elastizitätsmodul des Roving in Faserrichtung Er = 76 000N/mm2,
Schubmodul in der Rovingebene G3 = 0,
Geometrie des Rovingquerschnittes a2 : a1 = 4 : 1,
Elastizitätsmodul der Matrix Em = 30 000N/mm2,
Querdehnzahl der Matrix νm = 0, 20,
Volumenanteil der Hauptbewehrung f1 = 2%,
Volumenanteil der Querbewehrung f2 = 0, 5%,
maximaler Rissdichteparameter (entsprechend Gl. (8.125)) fc,max = 0, 0625,
Zugfestigkeit des Betons σmu = 5N/mm2,
Zugfestigkeit der Rovings σru = 1300N/mm2.
(11.20)
Alle weiteren Angaben zur Geometrie können in Abb. 11.1 abgelesen werden.
Bis zum Eintreten des ersten Makrorisses wird das makroskopische Spannungs-Dehnungs-
Verhalten vom Elastizitätsmodul des Roving (Er) und der Matrix (Em) sowie dem Faservolu-
menanteil f1 der rissüberbrückenden Hauptbewehrung bestimmt. Der Faservolumenanteil f2 der
Querbewehrung und die Querschnittsform (a2 : a1) sind von untergeordneter Bedeutung, und auch
die Verbundeigenschaften zwischen Roving und Matrix besitzen bis zur Erstrissbildung keinen
Einfluss. Für die Größe des makroskopischen Beanspruchungszustandes, bei dem die Mikrorissbil-
dung einsetzt (εc, σc) bzw. sich der erste Makroriss bildet (εmc, σmc), sind selbstverständlich auch
die Zugfestigkeit σmu und der maximale Rissdichteparameter fc,max von Bedeutung. Diese werden
jedoch genau wie die elastischen Eigenschaften der Ausgangsmaterialien als bekannte und unver-
änderliche Größen vorausgesetzt und in die weiteren Überlegungen (Parameterstudien) nicht mit
einbezogen.
Nach Einsetzen der Makrorissbildung und dem damit verbundenen Auszug der Rovings aus der
Matrix wird das Materialverhalten zusätzlich von den Verbundeigenschaften zwischen Roving
und Matrix beeinflusst. Auch die Art des Verbundmodells (ACK-Theorie, Theorie nach OHNO
& HANNANT, schlupfbasierte Verbundgesetze, ... (siehe hierzu Abschnitt 10.3.1)) ist von Bedeu-
tung. In dem hier verwendeten schlupfbasierten Verbundgesetz ist es der Funktionsverlauf der
τ(s)-Beziehung, der das makroskopische Spannungs-Dehnungs-Verhalten beeinflusst. Basierend
auf der im Abschnitt 10.5.2 bestimmten Schubspannungs-Schlupf-Beziehung mit vier linearen Be-
reichen (Abb. 10.10) soll die in (Abb. 11.3) dargestellte τ(s)-Beziehung als Ausgangskurve dienen.
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Abbildung 11.3: Verwendete Schubspannungs-Schlupf-Beziehung mit vier linearen Bereichen
Die verwendeten Ausgangsgrößen der Schubspannungs-Schlupf-Beziehung entsprechend
Abb. 11.3 sind
τ0 = 0, 01N/mm
2,
τm = 1, 67N/mm
2, sm = 0, 01mm,
τu = 0, 70N/mm
2, su = 0, 07mm, (11.21)
τr = 0, 53N/mm
2, sr = 0, 15mm.
Ist die Makrorissbildung abgeschlossen, kann die Beanspruchung des Dehnkörpers bis zum Reißen
der Rovings weiter gesteigert werden. Der zugehörige makroskopische Beanspruchungszustand ist
mit εu und σu bezeichnet (Abb. 11.2). Die für das Rovingversagen maßgebende Zugfestigkeit σru
wird als konstante Ausgangsgröße vorausgesetzt (Gl. (11.20)). Bei der mehrfachen Makrorissbil-
dung am Dehnkörper treten der linear elastische Anfangsbereich und der nichtlinear elastische
Bereich der Mikrorissbildung (Verhalten bis zum Punkt (B) in Abb. 11.2) im makroskopischen
Spannungs-Dehnungs-Verhalten gegenüber der Makrorissbildung in den Hintergrund.
Das makroskopische Spannungs-Dehnungs-Verhalten des betrachteten Dehnkörpers aus textilbe-
wehrtem Feinbeton (Abb. 11.2) ist abhängig von den Eingangsparametern des mechanischen Mo-
dells. Im Folgenden soll der Einfluss nachstehender Größen auf das makroskopische Materialver-
halten untersucht werden:
• der Faservolumenanteil f1 der Hauptbewehrung (Rovings 1),
• der Faservolumenanteil f2 der Querbewehrung (Rovings 2),
• die Verbundeigenschaften (τ(s)-Beziehung) zwischen Roving und Matrix,
• der Einfluss der Form des Rovingquerschnittes, d.h. des Verhältnisses a2 : a1,
• die Anzahl n der Rovings je Querschnittsfläche des Dehnkörpers, also die Aufteilung der
Hauptbewehrung auf wenige große bzw. viele kleine Rovings und
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• der Anteil der Filamente im Roving, die sich an der Lastabtragung beteiligen, wenn man
annimmt, dass ein Großteil der inneren Filamente „blind“ im Roving liegt und nur ein Ring
außen liegender Filamente Längskräfte übernimmt.
Einfluss des Faservolumenanteiles f1 der Hauptbewehrung
Der Einfluss des Faservolumenanteiles f1 der Hauptbewehrung auf das makroskopische Material-
verhalten ist erwartungsgemäß einer der wesentlichsten Einflüsse. Die Abbildung 11.4 stellt das
makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten für die Variation des Volumenanteiles f1
f1 = {2%; 3%; 4%; 5%} (11.22)
dar. Offenkundig zu erwarten war, dass sich mit steigendem Faservolumenanteil die Steifigkeit im
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Abbildung 11.4: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Variation des Faservolu-
menanteiles f1 der Hauptbewehrung
linear elastischen Anfangsbereich und die mittleren Spannungen, bei denen es zur Mikrorissbil-
dung (σc) bzw. zum ersten Makroriss (σmc) kommt, erhöhen. Der Einfluss auf den linear elasti-
schen Anfangsbereich und den nichtlinear elastischen Bereich der Mikrorissbildung ist bezogen
auf das gesamte makroskopische Materialverhalten sehr gering. Wesentlich ist der Einfluss des
Faservolumenanteiles auf die Makrorissbildung. Je geringer der Faservolumenanteil, umso länger
ist das horizontale Plateau der Rissbildung (Bereich (B) bis (C) in Abb. 11.2). Die Anzahl nmc der
Makrorisse erhöht sich mit steigendem Faservolumenanteil von fünf auf neun:
nmc = {5; 6; 8; 9}. (11.23)
Dementsprechend nehmen mit steigendem Faservolumenanteil f1 die Rissabstände und die Riss-
öffnungsweiten ab. Ein größerer Volumenanteil der Hauptbewehrung führt also zu einer größeren
Anzahl an Makrorissen, die dafür dichter verteilt und kleiner sind.
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Die makroskopische Spannung σu (Abb. 11.2), bei der es zum endgültigen Versagen des Verbund-
materials kommt, erhöht sich proportional zum Volumenanteil f1 der Hauptbewehrung. Auch die
Bruchdehnung εu des Verbundmaterials steigt mit zunehmenden Faservolumenanteil f1. Dies ist
auf den sich mit zunehmenden f1 verringernden Rissabstand zurückzuführen. Infolgedessen wer-
den weniger Schubkräfte in die Matrix übertragen, denn der größer werdende Rovingumfang ist
von deutlich geringerem Einfluss. Damit sinkt die mittragende Wirkung der Matrix zwischen den
Rissen (tension stiffening), und das Verbundmaterial besitzt bei gleicher makroskopischer Bruch-
spannung σu eine größere Bruchdehnung εu.
Einfluss des Faservolumenanteiles f2 der Querbewehrung
Der Einfluss des Volumenanteiles f2 der Querbewehrung ist sehr gering und soll hier nicht im
Detail dargestellt werden. Untersucht wurden Volumenanteile 0% ≤ f2 ≤ 5%. Erwartungsge-
mäß verringern sich mit steigendem f2 die Anfangssteifigkeit des Dehnkörpers und die makro-
skopischen Spannungen σc bzw. σmc am Beginn der Mikrorissbildung bzw. bei der Entstehung des
ersten Makrorisses. Das Materialverhalten nach Beginn der Makrorissbildung wird durch die Quer-
bewehrung kaum beeinflusst. Für den hier untersuchten Bereich des Volumenanteiles f2 zwischen
0% und 5% blieb die Anzahl nmc der Risse unverändert.
Einfluss der Verbundeigenschaften (τ(s)-Beziehung) zwischen Roving und Matrix
Ausgehend von der τ(s)-Beziehung in Abb. 11.3 wurde untersucht, wie sich Veränderungen in
den Verbundeigenschaften zwischen Roving und Matrix auf das makroskopische Spannungs-
Dehnungs-Verhalten auswirken. Zunächst wurde die Größe der maximalen Schubspannung τm
mit den Werten
τm = {1, 0N/mm2; 1, 5N/mm2; 2, 0N/mm2} (11.24)
variiert (Abb. 11.5) und anschließend die Größe der konstanten Reibspannung τr (Abb. 11.6). Mit
τr war es erforderlich, auch die Größe τu zu verändern. Wie bereits diskutiert (siehe letzte Absät-
ze des Abschnittes 10.5.2), wird bei einer Schubspannungs-Schlupf-Beziehung mit vier linearen
Bereichen der dritte Bereich mit dem Schlupf su ≤ s ≤ sr (Abb. 11.3) physikalisch dem Reib-
bereich zugeordnet. Die folgenden drei Kombinationen der Schubspannungen τu und τr wurden
untersucht:
(τu; τr) = {(0, 5; 0, 3)N/mm2; (1, 0; 0, 8)N/mm2; (1, 5; 1, 3)N/mm2}. (11.25)
Alle anderen Ausgangsgrößen bzw. Parameter der τ(s)-Beziehung blieben bei der Variation un-
verändert.
Während sich die Veränderung der maximalen Schubspannung τm deutlich auf die Makrorissbil-
dung auswirkt (Abb. 11.5), haben die Reibspannungen τu und τr auf diesen Bereich keinen sichtba-
ren Einfluss. Bei der Verdopplung der maximalen Schubspannung τm von 1N/mm2 auf 2N/mm2
steigt die Anzahl nmc der Makrorisse von 4 auf 7. Die Länge des horizontalen Plateaus der Rissbil-
dung (Bereich (B) bis (C) in Abb. 11.2) bleibt unverändert.
Bis zum Abschluss der Makrorissbildung ist der Adhäsionsbereich mit s < su (Bereiche 1 und
2 in Abb. 11.3) im Interface bestimmend. Erst nach Abschluss der Makrorissbildung gewinnt die
Größe der Reibspannung mit steigender Belastung an Bedeutung (Abb. 11.6).
Da der Querschnitt der Hauptbewehrung hier für alle Variationen gleich ist, erfolgt das endgültige
Versagen des Verbundmaterials bei der gleichen makroskopischen Spannung σu. Je größer die
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Abbildung 11.5: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Variation der maximalen
Schubspannung τm
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Abbildung 11.6: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Variation der Reibspan-
nungen τu und τr
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Reibspannung, umso größer ist die mittragende Wirkung der Feinbetonmatrix (tension stiffening)
nach Abschluss der Makrorissbildung. Die daraus resultierende größere Steifigkeit führt zu einer
geringeren Bruchdehnung εu bei einer größeren Reibspannung.
Einfluss der Form des Rovingquerschnittes (Verhältnis a2 : a1)
Die Veränderung der Form des Rovingquerschnittes a2 : a1 hat auf den linear elastischen Anfangs-
bereich des makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Verhaltens und das nichtlinear elastische Ver-
halten bei der Mikrorissbildung keinen Einfluss. Nach einsetzender Makrorissbildung wird ein
sichtbarer Einfluss auf das Materialverhalten erwartet, denn durch die Veränderung des Verhält-
nisses a2 : a1 verändert sich der Rovingumfang und damit die für die Übertragung der Schub-
spannungen im Interface zwischen Roving und Matrix zur Verfügung stehende Fläche. Folgende
Verhältnisse a2 : a1 wurden für die Längen der Halbachsen des elliptischen Querschnittes unter-
sucht:
a2 : a1 = {1 : 1; 3 : 1; 5 : 1}. (11.26)
In Abb. 11.7 ist der Einfluss auf das makroskopische Materialverhalten dargestellt. Je flacher die
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Abbildung 11.7: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Variation der Form des
Rovingquerschnittes
elliptische Querschnittsform des Roving, umso mehr Makrorisse bilden sich:
nmc = {5; 6; 7}. (11.27)
Verantwortlich hierfür ist der größere Rovingumfang und die damit für die Kraftübertragung vom
Roving in die Matrix zur Verfügung stehende größere Fläche. Nach abgeschlossener Rissbildung
nähern sich die Funktionsverläufe einander an. Das endgültige Versagen erfolgt bei der gleichen
makroskopischen Spannung σu und einer geringfügig veränderten Dehnung εu. Je größer der Um-
fang des Roving, umso kleiner ist εu.
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Einfluss der Aufteilung der Hauptbewehrung auf wenige große bzw. viele kleine Rovings,
d.h. Variation der Anzahl n der Rovings je Querschnittsfläche des Dehnkörpers
Wird die Hauptbewehrung bei sonst gleichem Faservolumenanteil f1 auf mehrere kleinere Rovings
aufgeteilt, so verändert sich der Gesamtumfang der Rovings und damit die für die Kraftübertragung
zwischen Roving und Matrix zur Verfügung stehende Verbundfläche. Als Bezugsfläche wurde ent-
sprechend Abb. 11.1 eine Querschnittsfläche von
ABezug = 5mm · 8mm = 40mm2 (11.28)
gewählt. Drei Variationen von n wurden untersucht:
n = {1; 5; 10}. (11.29)
Dabei bedeutet also zum Beispiel n = 5, dass sich die Hauptbewehrung mit dem Faservolumen-
anteil f1 auf 5 Rovings in einer Querschnittsfläche ABezug = 40mm2 des Dehnkörpers aufteilt.
Abbildung 11.8 zeigt die zugehörigen makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen.
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Abbildung 11.8: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Variation der Rovingan-
zahl n je Querschnittsfläche des Dehnkörpers (hier bezogen auf eine Bezugsfläche
von 40mm2) bei konstantem Volumenanteil f1
Bis zum Beginn der Makrorissbildung hat die Wahl von n keinen Einfluss auf das makroskopische
Materialverhalten. Das hier benutzte Modell berücksichtigt keine direkte Interaktion zwischen den
Mikrorissen und der Bewehrung, d.h. es kann nicht erfassen, dass viele kleine Rovings das Mi-
krorisswachstum stärker behindern als wenige große Rovings. Mit einsetzender Makrorissbildung
kommt die bei größerer Rovinganzahl für die Kraftübertragung zur Verfügung stehende größere
Verbundfläche zum Tragen. Je größer die Rovinganzahl n, also je feiner die Hauptbewehrung ver-
teilt ist, umso mehr Risse bilden sich. Der Einfluss der Rovinganzahl n auf das makroskopische
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Spannungs-Dehnungs-Verhalten ist vergleichbar mit der bereits betrachteten Variation des Quer-
schnittsverhältnisses a2 : a1 der Rovings. Die Anzahl der Makrorisse erhöht sich von vier auf
elf:
nmc = {4; 8; 11}. (11.30)
Nach abgeschlossener Rissbildung verringert sich der Einfluss der Rovinganzahl n, und die Funk-
tionsverläufe nähern sich einander an. Das endgültige Versagen erfolgt wegen f1 = konst. bei
der gleichen makroskopischen Spannung σu. Die zugehörige Bruchdehnung εu wird durch zwei
gegenläufige Effekte beeinflusst. Auf der einen Seite resultiert die mit der Rovinganzahl n stei-
gende Anzahl nmc der Makrorisse in einem im Mittel weicherem Material. Auf der anderen Seite
führt der gleichzeitig steigende Rovingumfang durch die damit für die Kraftübertragung zur Ver-
fügung stehende größere Verbundfläche zu einer größeren mittragenden Wirkung des Feinbetons
(tension stiffening). Hierbei überwiegt der Einfluss des Rovingumfanges, und die Bruchdehnung
εu verringert sich mit steigender Rovinganzahl n geringfügig.
Einfluss des Anteiles der an der Lastabtragung beteiligten äußeren Filamente (Fläche Ar,eff)
an der Gesamtquerschnittsfläche Ar des Roving
Im Abschnitt 1.2 wurde angeführt, dass sich die Filamente eines Roving in äußere und innere
Filamente unterteilen lassen (Abb. 1.3(b)). Experimentelle Untersuchungen ([BANHOLZER 2001,
WEISE et al. 2001, CURBACH & JESSE 2001]) lassen den Schluss zu, dass sich insbesondere in
großen Rovings aus sehr vielen Einzelfilamenten (bedeutet im Allgemeinen eine große tex-Zahl)
nur ein Ring aus außen liegenden Filamenten an der Lastabtragung beteiligt. Die Filamente im
Kern des Roving, zu denen der von außen in den Roving eindringende Zementleim nicht vor-
dringen kann, werden hier vereinfacht so betrachtet, als wären sie im Roving nicht vorhanden.
Der Einfluss des Anteiles der mittragenden Filamente (Querschnittsfläche Ar,eff) am Gesamtroving
(Querschnittsfläche Ar) wurde am mechanischen Modell für die drei Werte
Ar,eff = {0, 50Ar; 0, 75Ar; 1, 00Ar} (11.31)
untersucht (Abb. 11.9). Da der Umfang der Rovings und damit die Verbundfläche zwischen Roving
und Matrix unverändert bleiben, verändert sich die Anzahl nmc der Makrorisse nicht:
nmc = 6. (11.32)
Erwartungsgemäß verringern sich mit geringerer mittragender Rovingquerschnittsfläche Ar,eff die
Spannungen σc bzw. σmc, bei der die Mikroriss- bzw. Makrorissbildung einsetzt. Je geringer
die mittragende Rovingquerschnittsfläche, umso größer ist die makroskopische Dehnung bei Ab-
schluss der Makrorissbildung. Dieses Verhalten ist analog einer Veränderung des Faservolumen-
anteiles f1. Eine Halbierung der mittragenden Querschnittsfläche ist annähernd gleichbedeutend
einer Halbierung des Faservolumenanteiles f1 – abgesehen vom Verbundverhalten zwischen Ro-
ving und Matrix am Makroriss, das vom Rovingumfang u abhängt. Die Bruchspannung σu steigt
proportional mit der mittragenden Rovingquerschnittsfläche.
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Abbildung 11.9: Makroskopisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei Variation des Anteiles der
mittragenden äußeren Filamente des Roving (Ar,eff) am gesamten Roving (Ar)
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V Zusammenfassung und Ausblick
12 Zusammenfassung
Ziel der vorliegenden Arbeit war die Entwicklung mechanischer Materialmodelle auf der meso-
skopischen Ebene zur analytischen Beschreibung von faserverstärkten Verbundmaterialien und die
Übertragung des mittleren Materialverhaltens der Mesoebene auf eine makroskopische Ebene. Ent-
sprechend dem angestrebten Anwendungsgebiet erfolgte die mechanische Modellbildung im be-
sonderen Hinblick auf den noch relativ neuen Werkstoff „textilbewehrter Feinbeton“ im Bauwesen.
Die Bedeutung dieses neuen Werkstoffes ist unter anderem daran zu erkennen, dass derzeit zwei
Sonderforschungsbereiche in Deutschland eingerichtet sind, die sich auf experimenteller, theore-
tischer und numerischer Ebene mit diesem Verbundmaterial beschäftigen: der Sonderforschungs-
bereich 528 „Textile Bewehrungen zur bautechnischen Verstärkung und Instandsetzung“ an der
Technischen Universität Dresden und der Sonderforschungsbereich 532 „Textilbewehrter Beton –
Grundlagen für die Entwicklung einer neuartigen Technologie“ an der Rheinisch-Westfälischen
Technischen Hochschule Aachen.
Zur Bestimmung des makroskopischen Materialverhaltens von textilbewehrtem Feinbeton auf der
Basis mesoskopischer Materialmodelle kam das Konzept repräsentativer Volumenelemente (RVE)
zum Einsatz. Als Randbedingung am RVE wurden homogene Randbedingungen vorgeschrieben.
Die Bestimmung der mittleren elastischen Größen erfolgte mittels Homogenisierung durch Mit-
telung dieser Größen über das Volumen des RVE. Ein wesentlicher Vorteil der verwendeten ana-
lytischen Verfahren ist der geringe Aufwand bei der Ermittlung des makroskopischen Material-
verhaltens für neue Sets an mesoskopischen Materialparameter. Desweiteren verbessern solche
Modelle das Verständnis für die auf der Mesoebene ablaufenden physikalischen Prozesse. Effi-
ziente Parameterstudien ermöglichen die Bestimmung mesoskopischer Materialparameter, deren
experimentelle Ermittlung äußerst schwierig ist, mit vertretbarem Aufwand auf der Basis makro-
skopischer Messergebnisse. Obwohl einige der experimentell beobachteten Phänomene nicht oder
nur näherungsweise berücksichtigt werden konnten, können die vorgestellten analytischen Model-
le das makroskopische Materialverhalten beschreiben.
Ausgangspunkt war die Annahme eines perfekten (starren) Verbundes zwischen Roving und Ma-
trix, was für ein linear elastisches Materialverhalten der Komponenten einen linearen Zusammen-
hang für das makroskopische Spannungs-Dehnungs-Verhalten liefert. Grundlage für die analyti-
sche Bestimmung des dreidimensionalen makroskopischen Materialverhaltens bildete die mikro-
mechanische Grundlösung nach ESHELBY. Textile Bewehrungsstrukturen bestehen in der Regel
aus mehreren unterschiedlich orientierten Bewehrungselementen, den Rovings. Dementsprechend
wurden RVEs mit unidirektionaler, bidirektionaler und tridirektionaler Rovinganordnung unter-
sucht. Eine Erweiterung des Modells auf beliebige multidirektionale Bewehrungsstrukturen ist pro-
blemlos möglich. Durch die Verwendung einer Effektive-Feld-Theorie (MORI-TANAKA-Methode)
wurde die gegenseitige Beeinflussung der Rovings in einer gemittelten Form erfasst.
Die für den textilbewehrten Feinbeton eingesetzten Rovings bestehen aus einem losen Bündel aus
einer großen Anzahl (bis zu 2000) einzelner Filamente. Aus diesem Grund wurde die realitäts-
nahe Annahme getroffen, dass die Rovings nur in Richtung ihrer Längsachse Kräfte übertragen
können, sie also nur eine Längssteifigkeit besitzen. Dabei muss die Querschnittsform der Rovings
nicht zwangsläufig kreisförmig sein, sondern kann bei Verwendung des ESHELBY-Ansatzes eine
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beliebige elliptische Form einnehmen. Analytische Untersuchungen am mechanischen Ersatzmo-
dell belegen deutlich die experimentell gemessene Reduzierung der mittleren Steifigkeit des Ver-
bundmaterials infolge von Querbewehrungen. Liegen die Rovings senkrecht zur Beanspruchungs-
richtung, so ist der Verlust an makroskopischer Steifigkeit gar größer als der Zugewinn bei einer
Ausrichtung der Rovings genau in Beanspruchungsrichtung. Dieser erhebliche steifigkeitsverrin-
gernde Einfluss erfordert besondere Anstrengung bei der Findung einer optimalen Ausrichtung der
Bewehrung, angepasst an die zu erwartenden Hauptbeanspruchungsrichtungen.
Überschreitet die Beanspruchung im Feinbeton einen kritischen Wert, kommt es zur Bildung und
zum Wachstum von Mikrorissen. Durch die mit steigender makroskopischer Beanspruchung wach-
senden Mikrorisse ist das nach der Homogenisierung erhaltene Materialverhalten nichtlinear elas-
tisch, obwohl die Matrix und die Rovings nach wie vor linear elastisch behandelt werden. Die
gegenseitige Beeinflussung zwischen den Rovings der Bewehrung und den Mikrorissen wird im
Mittel durch eine Effektive-Feld-Theorie berücksichtigt. Voraussetzung für die analytische Lösung
ist hier die Annahme eines ebenen Verzerrungs- bzw. Spannungszustandes im Verbundmaterial.
Als Kriterium für den Beginn der Makrorissbildung wurde in dieser Arbeit eine kritische Mikro-
rissdichte eingeführt. Diese Größe findet als zusätzlicher Ausgangsparameter Eingang in das me-
chanische Modell. Erreicht mit zunehmender makroskopischer Beanspruchung die Mikrorissdich-
te diesen kritischen Wert, vereinigen sich die Mikrorisse zu Makrorissen. Theoretisch müssten alle
Makrorisse im RVE gleichzeitig entstehen. Da in der Realität jedoch die Festigkeit des Feinbe-
tons über das RVE streut, wird davon ausgegangen, dass die Makrorissbildung sukzessive erfolgt,
was sich im Übrigen auch im Experiment beobachten lässt. Der Riss entsteht an einer beliebigen
Stelle und verläuft durch das komplette RVE. Bei der Homogenisierung wird angenommen, dass
die Makrorisse gleichmäßig über das RVE verteilt sind. Abgeschlossen ist die Rissbildung, wenn
der Abstand zwischen zwei benachbarten Rissen nicht mehr ausreicht, um über Schubspannungen
genügend Kräfte für die Initiierung einer weiteren Makrorissbildung in die Matrix zu übertragen.
Nach Einsetzen der Makrorissbildung tritt das linear elastische Materialverhalten am Beginn der
Spannungs-Dehnungs-Beziehung und die nichtlinear elastische Mikrorissbildung in den Hinter-
grund. Bestimmend für das makroskopische Materialverhalten sind jetzt die Verbundeigenschaften
zwischen Roving und Matrix. Experimentelle Auszugsversuche zeigen, dass die Annahme einer
konstanten Verbundspannung zwischen Roving und Matrix eine sehr grobe Näherung darstellt.
Als ein brauchbares mechanisches Modell zur Abbildung des Verbundverhaltens zwischen Ro-
ving und Matrix wurde in dieser Arbeit eine multilineare Schubspannungs-Schlupf-Beziehung mit
einer theoretisch beliebigen Anzahl linearer Bereiche eingeführt. Dementsprechend ist das makro-
skopische Materialverhalten bis zum endgültigen Versagen durch Reißen des Roving nichtlinear.
Mittels des beliebig multilinearen Zusammenhanges ließe sich auch ein qualitativ anderes Mate-
rialverhalten approximieren. Auszugsversuche legen den Ansatz einer Schubspannungs-Schlupf-
Beziehung mit vier linearen Bereichen nahe. Die gezeigte analytische Lösung dieses Verbundpro-
blemes berücksichtigt die Dehnung der Matrix und erlaubt für den Roving den Ansatz einer mul-
tilinearen Spannungs-Dehnungs-Beziehung als gemitteltes Materialverhalten des Filamentbündels
in Längsrichtung.
Die Anwendung der in dieser Arbeit dargestellten mechanischen Modelle auf einen bidirektional
bewehrten Dehnkörper, der wie ein RVE behandelt wird, einschließlich Mikroriss- und mehrfacher
Makrorissbildung zeigt die Leistungsfähigkeit der analytischen Modelle. Durch die implementierte
Schubspannungs-Schlupf-Beziehung mit vier linearen Bereichen können auch die bei steigender
makroskopischer Spannung eintretenden Makrorisse abgebildet werden. Der Ansatz einer kon-
stanten Schubspannung zwischen Roving und Matrix kann dieses Ergebnis nicht liefern, alle Ma-
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krorisse entstehen in diesem Fall bei der gleichen makroskopischen Spannung. Die experimentell
beobachteten Risse bei steigender Spannung konnten für das Modell konstanter Schubspannungen
nur durch streuende elastische Materialparameter der Feinbetonmatrix erklärt werden.
Auf Basis des bidirektional bewehrten Dehnkörpers wurde der Einfluss wesentlicher Eingangspa-
rameter des mechanischen Modells auf das makroskopische Materialverhalten von textilbewehr-
tem Feinbeton untersucht. Dabei erlaubt die Verwendung eines analytischen Modells nicht nur eine
sehr effiziente Parametervariation, sondern ermöglicht auch eine gute physikalische Interpretation
der Ergebnisse. Trotz vieler zu treffender stark vereinfachender mechanischer Annahmen für die
analytischen Modelle lässt sich das makroskopische Materialverhalten von textilbewehrtem Fein-
beton sehr gut abbilden.
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13 Ausblick
Das makroskopische Materialverhalten von textilbewehrtem Feinbeton ist äußerst komplex. Für
die Umsetzung der physikalischen Prozesse auf der Mesoebene in analytisch lösbare mechanische
Modelle mussten verschiedene Annahmen und Einschränkungen getroffen werden. Experimentelle
Untersuchungen zeigen eine Vielzahl weiterer physikalischer Phänomene. Einige sind von unter-
geordneter Bedeutung, andere sollte man versuchen, durch eine Erweiterung des mechanischen
Modells zu erfassen. Wechselt man von der Analytik zu numerischen Methoden wie der Finite-
Element-Methode, sind selbstverständlich deutlich komplexere Modelle realisierbar. Neben dem
hohen numerischen Aufwand ist die physikalische Interpretierbarkeit jedoch oft sehr schwierig,
und die Auswirkungen einzelner Eingangs-Materialparameter auf das makroskopische Material-
verhalten sind schlecht abschätzbar. Hier sollen nur Erweiterungsmöglichkeiten der mechanischen
Modelle diskutiert werden, die aus Sicht des Verfassers analytisch umsetzbar sind. Sie werden im
Folgenden kurz dargestellt.
Ein wesentlicher Ansatzpunkt für die Erweiterung der in dieser Arbeit betrachteten Modellvorstel-
lung ist die Auflösung des als kompakt angenommenen Roving in Filamente. Dabei besteht nicht
das Ziel darin, alle einzelnen Filamente diskret abzubilden. Sinnvoll erscheint die Unterteilung
des Roving in einen Ring äußerer Filamente mit gutem Verbund zur Betonmatrix und einen Kern
innerer Filamente mit schlechtem Verbund. Im Abschnitt 10.3.2 wurde hierfür bereits das entspre-
chende Differentialgleichungssystem für den Verbund hergeleitet. Trifft man die physikalisch ver-
nünftige Annahme, dass zwischen dem Kern und dem Außenring eine konstante Schubspannung
übertragen wird, entkoppelt sich dieses Gleichungssystem, und es entsteht eine Differentialglei-
chung zweiter Ordnung für den Schlupf zwischen dem Außenring und der Matrix. Die allgemeine
Lösung unterscheidet sich kaum von der in dieser Arbeit betrachteten. Nur die Auswertung der
Randbedingungen ist aufwendiger. In analoger Weise lässt sich ein in einen Kern und beliebig
viele Ringe unterteilter Roving betrachten, solange für den inneren Verbund jeweils konstante
Schubspannungen vorausgesetzt werden und nur zwischen dem äußeren Ring und der Matrix ein
schlupfbasiertes Verbundgesetz gilt. Ein Rovingmodell mit einem aufgelösten Querschnitt kann
auch das sukzessive Versagen des Roving abbilden. So werden zum Beispiel die im guten Verbund
mit der Matrix stehenden äußeren Filamente als Erstes versagen. Als ein sehr vielversprechender
Ansatz für ein detaillierteres Rovingmodell erscheint dem Verfasser das Haftbrückenmodell.
In der Arbeit wurde bereits diskutiert, dass die quer zur Beanspruchungsrichtung verlaufenden
Rovings einen erheblichen steifigkeitsverringernden Einfluss auf das Verbundmaterial besitzen.
Dieser Einfluss wird bereits unter der Annahme festgestellt, dass der Roving durch ausreichend
Matrixmaterial umschlossen ist, und die Bewehrung nur über ihren Faservolumenanteil erfasst
wird. Bei dünnen flächigen Verbundkörpern ist dieser erweichende Einfluss noch ausgeprägter,
da hier die geometrischen Abmessungen der Querbewehrung zu einer Verringerung der Restquer-
schnittsfläche der Matrix führen, die durch die verwendeten Modellannahmen nicht mehr ausrei-
chend genau abgebildet wird. Die geringe Restquerschnittsfläche wirkt sich auch auf die mittlere
Festigkeit des Verbundmaterials aus. Zugversuche an dünnen Verbundkörpern zeigen, dass die
Risse oft genau an der Position der Querbewehrung entstehen. Hier muss das mechanische Mo-
dell so formuliert werden, dass neben dem Faservolumenanteil die tatsächlichen geometrischen
Abmessungen der Rovings und des Verbundmaterials erfasst werden können. Der schon ohnehin
geringe Zugewinn an Steifigkeit im linear elastischen Anfangsbereich bei in Beanspruchungsrich-
tung eingelegten Rovings fällt durch die im Roving vorhandenen Hohlräume noch geringer aus,
als unter idealen Voraussetzungen vorhergesagt. Zur Erfassung dieses Effektes kann vereinfacht
der Elastizitätsmodul des Roving mit einem Faktor kleiner eins abgemindert werden.
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Für die Makrorissbildung musste angenommen werden, dass die rissüberbrückenden Rovings in
Beanspruchungsrichtung verlaufen und somit unter 90 Grad zum Riss geneigt sind. Soll das Modell
auf den zweidimensionalen Fall erweitert werden, müssen im Wesentlichen zwei weitere physika-
lische Prozesse berücksichtigt werden, die Umlenkung des Roving am Rissufer und die Schub-
spannung zwischen den Rissoberflächen. Wird der nicht in Beanspruchungsrichtung verlaufende
Roving am Rissufer umgelenkt, entstehen im Roving sehr große Krümmungen. Infolgedessen ver-
sagen die sehr spröden Glasfaserrovings teilweise. Zusätzlich kommt es zu Querpressungen und
zu Ablösungseffekten zwischen Roving und Matrix. Ebenfalls zu berücksichtigen ist im allge-
meinen zweidimensionalen Beanspruchungsfall die zwischen den Rissoberflächen übertragbare
Schubspannung. Damit wird das makroskopische Materialverhalten abhängig vom Belastungs-
pfad.
Zur Simulation komplexer Belastungspfade müssen die mechanischen Modelle auf die Entlastung
erweitert werden. Im linear elastischen Anfangsbereich muss hier nichts gesondert berücksichtigt
werden. Für die mechanische Modellierung der Mikrorisse ist die Entlastung in erster Näherung
(ohne bruchmechanische Ansätze für zyklische Beanspruchungen) nur dann gesondert zu betrach-
ten, wenn das Modell auf reibungsbehaftete Mikrorisse erweitert wird. Dieser Einfluss dürfte je-
doch auf das makroskopische Gesamtmaterialverhalten von textilbewehrtem Feinbeton vernach-
lässigbar sein. Entscheidend ist das Verhalten am Makroriss. Wurde der Makroriss bereits soweit
geöffnet, dass es beim Rovingauszug zur Reibung zwischen Roving und Matrix kommt, d.h. ein
Bereich des Verbundes vollständig zerstört ist, so wird sich bei Entlastung die Auszugslänge des
Roving nicht mehr auf null reduzieren. Übrig bleibt ein inelastischer Verzerrungsanteil. Dieses
physikalische Verhalten ist durch eine Erweiterung des Verbundmodells – hier in Form einer mul-
tilinearen Schubspannungs-Schlupf-Beziehung – auf Entlastungsvorgänge zu erfassen. Desweite-
ren müssen die Schubspannungen zwischen den Oberflächen des Makrorisses berücksichtigt wer-
den. Im Rahmen einer tensoriell orientierten Homogenisierung repräsentativer Volumenelemente
mit elastisch-plastischem Materialverhalten der heterogenen Struktur ist ein Zugang auf Basis der
Transformationsfeld-Analyse (TFA) bzw. der verallgemeinerten Eigendehnungs-Methode (GEM)
denkbar.
Für die makroskopische Berechnung von Tragwerken bietet sich die Kopplung numerischer Me-
thoden (z.B. der FEM) auf der Makroebene mit einem analytischen Materialmodell auf der Meso-
ebene an. Dabei liefert das analytische Modell über das Konzept der repräsentativen Volumenele-
mente das Materialgesetz für die nichtlineare numerische Tragwerksanalyse auf der Makroebene.
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Anhang
A Maßzahlen des ESHELBY-Tensors für einen ellipsoidförmigen Einschluss
Im Folgenden werden die Maßzahlen des ESHELBY-Tensors für einen allgemeinen
ellipsoidförmigen Einschluss angegeben, wie sie zum Beispiel in [MURA 1993] oder
[NEMAT-NASSER & HORI 1993] aufgeführt sind. Die Längen der Halbachsen des Ellipsoi-
des sind mit a1, a2 und a3 bezeichnet (Abb. A.1), wobei hier allgemein
a1 > a2 > a3 (A.1)
vorausgesetzt wird.
x1
x2
x3
a2
a
1
a
3
Abbildung A.1: Allgemeines Ellipsoid mit den Längen a1, a2 und a3 der Halbachsen
Die Maßzahlen des ESHELBY-Tensors berechnen sich nach
S1111 =
3
8π(1− ν) a
2
1I11 +
1− 2ν
8π(1− ν) I1, (A.2a)
S1122 =
1
8π(1− ν) a
2
2I12 −
1− 2ν
8π(1− ν) I1, (A.2b)
S1133 =
1
8π(1− ν) a
2
3I13 −
1− 2ν
8π(1− ν) I1, (A.2c)
S1212 =
a21 + a
2
2
16π(1− ν) I12 +
1− 2ν
16π(1− ν) (I1 + I2). (A.2d)
Alle anderen Maßzahlen entstehen durch zyklische Vertauschung der Indizes:
S2222 =
3
8π(1− ν) a
2
2I22 +
1− 2ν
8π(1− ν) I2, (A.2e)
S3333 =
3
8π(1− ν) a
2
3I33 +
1− 2ν
8π(1− ν) I3, (A.2f)
S2233 =
1
8π(1− ν) a
2
3I23 −
1− 2ν
8π(1− ν) I2, (A.2g)
S3311 =
1
8π(1− ν) a
2
1I31 −
1− 2ν
8π(1− ν) I3, (A.2h)
S2211 =
1
8π(1− ν) a
2
1I21 −
1− 2ν
8π(1− ν) I2, (A.2i)
S3322 =
1
8π(1− ν) a
2
2I32 −
1− 2ν
8π(1− ν) I3, (A.2j)
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S2323 =
a22 + a
2
3
16π(1− ν) I23 +
1− 2ν
16π(1− ν) (I2 + I3), (A.2k)
S3131 =
a23 + a
2
1
16π(1− ν) I31 +
1− 2ν
16π(1− ν) (I3 + I1). (A.2l)
Alle anderen Maßzahlen von S sind null. Die Terme I1 und I3 lassen sich über die elliptischen
Integrale
F (θ, k) =
∫ θ
0
dw√
1− k2 sin2 w
und E(θ, k) =
∫ θ
0
√
1− k2 sin2 w dw (A.3a)
mit
θ = arcsin
√
a21 − a23
a21
und k =
√
a21 − a22
a21 − a23
(A.3b)
ausdrücken:
I1 =
4πa1a2a3√
(a21 − a22)(a21 − a23)
(F (θ, k)− E(θ, k)) und (A.4a)
I3 =
4πa1a2a3√
(a22 − a23)(a21 − a23)
(
a2
√
a21 − a23
a1a3
− E(θ, k)
)
. (A.4b)
Der Term I2 folgt mit I1 und I3 nach den Gln. (A.4a) und (A.4b) aus der Beziehung
I1 + I2 + I3 = 4π. (A.5)
Mit I1, I2 und I3 lassen sich I12 und weiterhin durch zyklische Vertauschung der Indizes auch I23
und I31 berechnen:
I12 =
I2 − I1
a21 − a22
, I23 =
I3 − I2
a22 − a23
und I31 =
I1 − I3
a23 − a21
. (A.6)
Die Terme I11 und I13 berechnen sich mit I1 und I12 (Gln. (A.4a) und (A.6)) aus den beiden
Gleichungen
3I11 + I12 + I13 =
4π
a21
und 3a31I11 + a22I12 + a23I13 = 3I1 . (A.7a)
Durch zyklische Vertauschung der Indizes ergeben sich die Bestimmungsgleichungen für I21 und
I22 bzw. I32 und I33:
3I22 + I23 + I21 =
4π
a22
und 3a32I22 + a23I23 + a21I21 = 3I2 , (A.7b)
3I33 + I31 + I32 =
4π
a23
und 3a33I33 + a21I31 + a22I32 = 3I3 . (A.7c)
Für spezielle Geometrien lassen sich die Integrale in Gl. (A.3a) geschlossen auswerten
und damit die Maßzahlen des ESHELBY-Tensors S bestimmen. Neben dem in dieser Ar-
beit betrachteten Zylinder mit elliptischem Querschnitt (a3 → ∞) sind in [MURA 1993] und
[NEMAT-NASSER & HORI 1993] auch die Lösungen für weitere spezielle Geometrien angegeben,
wie zum Beispiel für die Kugel mit a1 = a2 = a3 = a oder für das „penny-shaped“ Ellipsoid mit
a1 = a2  a3.
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